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1 Allgemeines

1.1 Mengenalgebra

Potenzmenge: Die Menge aller Teilmengen. P(A) = {U|U C A}
Karthesisches Produkt: A x B = {(a,b)|a € ANb€ B}
Zwei Mengen A und B heifien disjunkt, wenn AN B =0

1.1.1 Relationen

Eine zweistellige Relation R zwischen zwei Mengen A und B ist eine Teilmenge von A x B
Eigenschaften von R C A x B:

reflexiv: Va € A: (a,a) € R aRa (ist wahr)

symmetrisch: Va,b € A: (a,b) € R= (b,a) € R aRb < bRa

antisymmetrisch: Va,b € A: (a,b) e RA(b,a) e R=>a=1b aRb N bRa=a=5>
transitiv: Va,b,€ A: (a,b) € RA (b,c) € R= (a,c) € R aRb N bRc = aRc

R heift partielle Ordnung, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
R heifit Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Eine partielle Ordnung hiefit totale Ordnung, falls alle Elemente miteinander vergleichbar sind.

1.2 Abbildung

Eine Abbildung ist eine Relation R C A x B:
Vac A:|{be B|(a,b) € R} =1
Schreibweise: f: A — B,a+ f(a)




1.3 Sonstiges:

Auf/Abrunden: z —1< |z] <z < [z] <z +1
13,7/=3  [3,1]=4  [4] <D
Modulo |a%n =a mod n=a— (|2 )
n
Gesucht r mit a = ng +r 0<r<n,qeZ
1 firn >
Fakultiit: n! = { (n—1) f?r nzl
1 flirn=20
fln=1)+f(n—2) firn>2
Fibonacci-Zahl: f(n) = (1 firn=1
0 firn=20

Fibonacci-Folge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...

Alphabet A: Endliche, nichtleere Menge von Elementen.
(A, <) heifit geordnetes Alphabet, wenn < eine totale Ordnung auf A ist.
Wort iiber A: w = aqas...a; AF = {w ‘ |w| = k}

A* = U Ak
k=0

AT = U Ak
k=1

1.4 Pseudocode

Abstraktion von verschiedenen Programmiersprachen.

1 //Komentar: einige Pseudocode Strukturen:

2 i=j=b //Gleichzeitiges Zuweisen des Wertes 5
3 for i =0 {to|downto} end (by steps) do

4 Schleifenanweisungen //Einriickung beachten!

5 while ¢ < struct.attribut do

6  FuNcTION(pari,pars)  //Funktionen werden GROSS geschrieben
7 ifi==0oderi==

8 print ”i ist null oder eins!”

9 elseifi<3undi>0

10 print ”i ist zweil”

11  else

12 print ”iist 7
13 return A[j] // A ist ein Feld

1.5 Newton-Verfahren

NEWTONS-METHOD(xq, f, /', €)
error =+ 1

while error > ¢

Tnext = L — J{/((Z))

error = |Tpext — |




T = Tnext
return x

2 Algorithmen allgemein

Ein Algorithmus ist ein Verfahren mit einer prézisen (d.h. in einer genau festgelegten Sprache
abgefassten) endlichen Beschreibung, unter Verwendung effektiver (tatsichlich ausfithrbarer),
elementarer Verarbeitungsschritte. Ein Algorithmus besitzt eine oder mehrere Eingaben (In-
stanz mit Problemgréfie n) und berechnet daraus eine oder mehrere Ausgaben. Die Qualitét
eines Algorithmus ergibt sich aus seiner Effizienz, Komplexitat, Robustheit und Korrektheit.

Eigenschaften:
Determiniert: Der Algorithmus liefert bei gleichen Startbedingungen das gleiche Ergebnis.
Deterministisch: Die néchste, anzuwendende Regel ist zu jedem Zeitpunkt definiert.

2.1 Effizienz

Die Effizienz eines Algorithmus ist seine Sparsamkeit beziiglich der Ressourcen, Zeit und Spe-
icherplatz, die er zur Losung eines festgelegten Problems beansprucht.

2.2 Komplexitat

Schrankenfunktionen: 1 < log;(n) < In(n) < logy(n) < v/n < n < n-In(n) < (logn)! < n? <
e" < nl <n™ < 22" Aber {log;y(n),In(n),logs(n)} € ©(logn)
Landau-Symbole:

Notation ‘ Definition
fe0(gn) [0< f(n) <c-g(n) Vn > ng
feQgn) | fn) =c-gn)>0 Vn > ng

f€0(g(n)) | er-g(n) < f(n) < ea-g(n) ¥ >ng

Substitutionsmethode: Losung raten, einsetzen und mit Induktion beweisen.

Laufzeituntersuchung rekursiver Algorithmen mit Master Theorem:

Ggegeben: |T'(n) =a-T (%) + f(n) mita>1,b0>1

a > 1: Anzahl der Unterprobleme innerhalb einer Rekursionstiefe(meist 1 oder 2)

b > 1: Faktor um den jedes Unterproblem verkleinert ist.

f(n): Aufwand der durch Division des Problems und Kombination der Teillosungen entsteht(nicht
rekursiver Anteil, von T'(n) unabhéngig.

e Falls f(n) € O (n'ogr27¢)
Dann ist T'(n) € © (n'°&» )

e Falls f(n) € © (n'°%0?)
Dann ist T'(n) € © (n'°& *log(n))



e Falls f(n) cQ (nlog;7 a+8)
Dann ist T'(n) € ©(f(n))

2.3 Robustheit

Die Robustheit eines Algorithmus beschreibt die Fahigkeit auch bei ungiinstigen Eingaben kor-
rekt und effizient zu terminieren.

2.4 Korrektheit

Ein Algorithmus heifit korrekt, wenn er fiir jede Eingabeinstanz mit korrekter Ausgabe ter-
miniert.
Qualitatskontrolle:

e Uberpriifung mit geeigneten Eingabedaten die alle méglichen Fille testen. Deckt einzelne
Fehler auf, aber fehlerfreiheit nicht garantiert.

e Formaler Beweis mit Hoare-Kalkiil etc. meist sehr schwierig.

2.5 Strategien

Greedy-Strategie: Wahle die aktuell beste Moglichkeit, wenn es mehrere gibt.
Teile und Herrsche: Teile ein komplexes Problem in kleine, 16se diese und fiige am Ende alles
zusammen.

2.6 Rekursion

Eine Funktion ruft sich selbst auf bis ein Abbruchereignis eintritt. Danach werden die Riickgabewerte
in umgekerhrter Reihenfolge verkettet.
Beispiel Fakultdt: fac(n) =n- fac(n — 1), fac(l) =1

3 Elementare Datentypen

Typ Speicher signed unsigned
boolean 1 Byte {0,1} -
char 1 Byte —128...127 0,...,255
short 2 Byte —32768...32767 0...65535
int 4 Byte —231 23t 1 0...2%2 -1
long 8 Byte —263 . ,.263 1 0...2%¢4 -1
float 32 Bit —

double 64 Bit —

3.1 Gleitkommadarstellung nach IEEE 754

Wert = (—1)% - 267127 . 1 f Bsp: —0.625 = —1-271.1.01,
s: Vorzeichen, e: Exponent, f: Mantisse | = s=1, e =126, f =015



Spezialwerte: Wert =0 e =10 Wert = 0o & e =255
Bitverteilung(single/double):
[s() | e@®/11) ] f(23/52)

4 Datenstrukturen

Eine Datenstruktur ist eine logische Anordnung von Daten mit Zugriffs- und Verwaltungsmoglichkeiten
der représentierten Informationen tiber Operationen.
Eine Datenstruktur besitzt:

e Menge von Werten
e Literale zum Bezeichnen von Werten

e Menge von Operationen auf die Werte

4.1 Wichtige Datenstrukturen
Wichtige Datenstrukturen:

e Felder, Listen
e Baume

e Hashtabellen
e Keller/Stapel

e Warteschlangen

4.2 Stapel (Stack)

push pop Basieren auf dem LIFO(last in first out) Prinzip.
valye push(a): Legt ein neues Element a oben auf den Stack und erhoht *top

pop(): Nimmt das oberste Element vom Stack und reduziert *top
*top: Ist ein Zeiger der auf das oberste Element zeigt.

<
[
=
e
[0}

4.3 Warteschlange (Queue)

enqueue

value*next

xfront: zeigt auf das erste Element der Warteschlage
*back: zeigt auf das Ende der Warteschlange.

enqueue (x): x am Ende der Warteschlange hinzufiigen.
dequeue (): Erstes Element aus der Warteschlange nehmen.

'value*next

dequeue

ENQUEUE(Q, x)

1 Qlende[Q]] + x




2 if ende[Q] = ldnge[Q)
3 then ende[Q] «+ 1
4 else ende[Q] < ende[Q] + 1

DEQUEUE(Q)

1 x « Q[kopf [Q]]

2 if kopf [Q] = ldnge[Q)

3 then kopf [Q] + 1

4 else kopf [Q] « lange[Q] + 1
o return x

5 Hashtabellen

.. sind Felder bei denen die Position eines Objekts durch eine Hashfunktion berechnet wird. Da
es zu Kollisionen kommen kann, werden in den Feldern nur Verweise auf eine Liste gespeichert.
Schliissel: wird von einem Schliisselgenerator aus den Daten generiert.

5.1 Hashfunktion

.. ordnet jedem Schliissel aus einer groflen Schliisselmenge einen moglichst eindeutigen Wert aus
einer kleineren Indexmenge zu. h : key — index

Operatoren: Verkettete Hashtabelle: Jedes Feld entspricht einer Liste die mehrere kollidierte
Daten speichern kann.

chained-hash-insert(T,x) : Fiige  an den Kopf der Liste T[h(z.schluessel)]
chained-hash-search(T,k) : Suche Element % in der Liste T'[h(k)]

chained-hash-delete(T,x) : entferne = aus der Liste T'[h(x.schluessel))

6 Sortieralgorithmen

in-place: Nur konstanter Hilfsspeicher nétig. S : O(1)
out-of-place: Zusatzlicher Speicher abhéngig von n nétig. S : O(f(n))

6.1 Insertion-Sort

1. Wahle beginnend bei 2 das nachste Element.

2. Solange es kleiner als seine Vorgéanger ist, tausche es.

Im schlimmsten Fall 5 (n — 1)
INSERTIONSORT(A)

1 for i + 2 to Lénge(A) do

2 key « Al

3 j1

4  while j > 1 and A[j — 1] > key do
5 Al Al -1



6 j+—j5—1
7 Alj] + key

6.2 Quicksort
1. Wahle ein Pivotelement, welches die Liste in zwei Halften teilt.

2. Sortiere die Liste so um, das Elemente die kleiner als das Pivotelement in der einen Hélfte
und groflere in der anderen Halfte sind. Suche dazu mit zwei Laufvariablen das Feld ab,
bis jede eine unpassende Variable gefunden hat, dann tausche diese.

3. Wiederhole die Schritte 1. bis 3. mit beiden Teillisten, bis jede Teilliste sortiert ist.

QUICKSORT(A,p,r)
lifp<r
2 then ¢ = PARTITION (A, p,r)
3 QUICKSORT(A,p,q-1)
4 QUICKSORT(A,q+1,7)

PARTITION(A,p,r)
1 z = A[r] //Pivotelement

2i=p-1

3 for j =ptor —1 //Alle Elemente durchlaufen
4 ifAjj]<=

) 1=1+1

6 vertausche A[i] +> A[j]
7 vertausche A[i 4+ 1] +> A[r]
8 return 7 + 1

Komplexitat:
Worst-Case bei aufsteigend oder absteigend sortierter Liste wenn Pivot-Element am Rand des
Feldes gewéhlt wird.

6.3 Mergesort

Feld in der Mitte rekursiv halbieren, bis Feldlange = 1
Teilsortierte Felder zusammenfiigen(Reifiverschluss)

6.4 Heapsort

HEAPSORT (A)
BUILD-MAX-HEAP (A)

for i = lédnge [A] downto 2

do vertausche A [1] <> A[i]
heap-grofie [A] = heap-groBe [A] -1
MAX-HEAPIFY (A1)

GU o=



BUILD-MAX-HEAP (A)

1. heap-grofe [A] = lange [A]

2. for i = | lange [A] /2 | downto 1
3. do MAX-HEAPIFY (A,

MAX-HEAPIFY (A, i)

1. 1= LEFT (i)

2. r = RIGHT (i)

3. if 1 < heap-grofie [A] und A[l] ; Afj]
4. then maximum =1
5.  else maximum =i
6. if r < heap-grofe [A] und Afr] ; A [maximum)]
7. then maximum = r

8. if maximum # i

9.  then vertausche A[i] ++A [maximum]|

10. MAX-HEAPIFY (A, maximum)

6.5 Laufzeiten und Speicherbedarf von Sortieralgorithmen

Die Laufzeit bzw. Taktzyklen in Abhéngigkeit einer (meist grofien) Eingabemenge n.

Name Best Avg Worst Zusétzlicher Speicher
Selection O(n?) O(n?) O(n?) in-place

Insertion O(n) O(n?) O(n?) in-place

Bubblesort | O(n) O(n?) O(n?) in-place

Merge O(n-loggn) | O(n-logyn) | O(n-logyn) | On)

Heap-Sort | O(n-logyn) | O(n-logan) | O(n-logyn) | in-place

Quick O(n-logyn) | O(n-logyn) | O(n?) in-place

in-place bedeutet uusétzlicher Speicher von O(1) = const.
Vergleichende Sortieralgorithmen brauchen mindestens Q(n log, n) Vergleiche, egal wie clever sie
sind!

6.6 Suchalgorithmen

Algorithmus ‘ Geeignet fiir Laufzeit Idee

sequentielles Suchen | statische kleine Mengen  O(n) Feld durchlaufen und vergleichen.
binéres Suchen statische grofie Mengen  O(logn) Vorsortieren, Vergleich mit Mitte.
binérer Suchbaum dynamisch

6.7 String-matching
In einer Zeichenfolge T'[0...n] wird ein Muster P|0...m] gesucht.

Rabin-Karp Algorithmus: Jedes Zeichen wird als Zahl interpretiert.
Muster p = P[m] + 10P[m — 1] + ... + 10°P[m — i]

- Bilde modulu mit einer Primzahl ¢ (Vorfiltern): T'[s...s + m]%q

- Bei Ubereinstimmung des Restes: genauere Priifung.

Laufzeit: O(m +n) bei m << n: O(n)



7 Graphen

G = (E,V) E:Edge, V: Vnode

Adjazenzmatrix (V' x V): 1 oder 0 fiir Verbindung.
Adjazenzliste: Fiir jeden Knoten alle Nachbarknoten angeben.
Startknoten s

Breitensuche(BFS): Von einem Startknoten S werden alle Knoten mit Abstand & durchsucht.
Der Suchradius breitet sich aus.
Tiefensuche(DFS): Von einem Knoten werden alle Nachfolger rekursiv durchsucht. Mehrere

Verzweigungsmoglichkeiten werden zwischengespeichert.
DFS(G): Suche im Graph G den néchsten unbesuchten Knoten a. Rufe DFS-VISIT(a) auf.
DFS-VISIT(a): Finde rekursiv alle Nachfolgerknoten von a und markiere sie als durchsucht.

7.1 Minimaler Spannbaum

Kruskal-Algorithmus:

1. Sortiere alle Kanten aufsteigend nach Gewicht.
2. Wahle immer die nichst schwerere Kante, wenn sie keine Schleife bildet.

7.2 Kiirzeste Pfade finden

’ Satz: Teilpfade von kiirzesten Pfaden sind auch kiirzeste Pfade!
Dijkstra-Algorithmus:

Menge S: Knoten mit dem Gewicht ihres kiirzesten Pfades von s

Menge @: Min-Prioritatswarteschlange mit den ungepriiften Knoten.
Relaxationsschritt: Uberpriife ob ein Umweg iiber einen anderen Knoten kiirzer ist.
Muss fiir jede Kante nur genau einmal tiberpriift werden.

7.3 Baume

.. sind spezielle Graphen mit einer Wurzel, Zweigen und Blatter.
Er besitzt keine zyklischen Strukturen.

Begriffe:
Grad deg(v): Anzahl der Unterbaume(Aste)
Blatt: Knoten mit deg(v) =0
Tiefe d(v): Lange des Pfades von der Wurzel bis zum Knoten v.
Hohe h(v): Langster Pfad von v zu einem Blatt.
Niveau: Knoten mit gleicher Tiefe.
Pfad: Folge von verbundenen Knoten von der Wurzel weg.

7.4 Binarbaum

.. ist ein geordneter Baum und Vv € V : deg(v) < 2
Beim Bindrbaum spricht man vom linken oder rechten Sohn.
Ein Bindrbaum ist vollstdndig, wenn Vv : deg(v) =2 V deg(v) =0



Falls Hohe k, dann gilt: 2°*1 — 1 Knoten und 2% Blitter.

Bedeutung: Verdopllung der Eingabegrofe, mit logarithmische(ldn) Vergrofierung der Struk-
tur.
Bindrbaum als verkettete Liste: Knoten x mit links[z], rechis|x], parent|z], key[z]

7.5 Heap-Sort

Heap-Datenstruktur: fast vollstandiger Bindrbaum mit Indizierung von links nach rechts und
von oben nach unten.
Max-Heap: Wurzel hat den groiten Wert, Min-Heap: Wurzel hat den kleinsten Wert.

1. Erzeuge Max-Heap aus A
Wihle |A|/2 als Starknoten, da groBter Knoten mit deg > 1 Betrachte Knoten ¢ und seine beiden
Kinder 2¢ und 2: + 1

8 Entropie

. ist ein Maf fiir den mittleren Informationsgehalt bzw. Informationsdichte eines Zeichensys-
tems(Alphabet).
Seltene Zeichen haben einen hohen Informationsgehalt.
Das i-te Zeichen z; mit Auftrittswahrscheinlichkeit p;:
Informationsgehalt I(z;) = — logy(pi)

8.1 Kompression

Huffmancode: Wahrscheinliche Zeichen werden mit weniger Bit kodiert als seltene. (z.B UTF-8)
Kommt in Klausur dran: Huffmancode!!!

10



