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1. Allgemeine Formeln/Ungleichungen

3. Reihen

1.1. Abschétzungen

|z +y| < x| + |yl

llz| = Iyl < |z — vl
(1+a)" >1+na

+ Dreiecksungleichung:

+ Bernoulli-Ungleichung:

- Bernoullifire z € R: e > 1+
- Niitzliche Ungleichung: ’ng > /Ty mit gleicheit fir & = y

s Firz > yundn > 2:0< Vo — Yy < Vo —y

3.1. Geometrische Reihe

)
Die Reihe qk konvergiert fir |g| < 1 und divergiert andernfalls. Es gilt:
k=0

oo

k 1
> =1
=0 1=q

4.4. Exponentialfunktion
exp:C— C

&3 k

exp(z) = e* = > Zyfuralez € C
k=0

W — gz ow

Umkehrfunktion: In(zy) = In(z) + In(y)

5.6. Zwischenwertsatz
Essei f : [o, 8] — R eine stetige Funktion mit f () < f(B). Weiter sei
y € [f(a), f(B)] . Dannexistiertein xy € [ar, B] mit f(xy) = y.

3.2. Quotientenkriterium

k41
af

o
Sei Y. aj undexistiere g := lim |
k— oo

| dann gilt:

-fur ¢ < 1 ist die Reihe absolut konvergent
-fiir ¢ > 1 ist die Reihe divergent

1.2. Aligemeine Formeln
Sei f : X — Y eine Abbildung

« Injektivitat: f(z1) = f(z2) = 1 = x2
- Surjektivitit: Vy € Y3z € X : f(z) =y

- Betragvon z € C: |z| = V2Z = y/Re(2)2 + Im(z)2
n\ _ n!
= El(n—R)!
= ("3 =1

0 n

n
n n—kpk
> (k)a b
k=0
—b+Vb2-dac
2a

+ Binomialkoeffizient:

Binomialsatz: (a + b)" =

- Mitter mel:zy o =

3.3. Wurzelkriterium

o
Sei Y.

aj, und existiere ¢ := lim sup §/Jay| dann gi:
k—o0

-fur g < 1 ist die Reihe absolut konvergent
-far g > 1 ist die Reihe divergent

3.4. Leibnizkriterium
Sei (ar, ) eine monoton fallende Nullfolge.

S k-1
Die Rehe s = . (—1)"7 “ay konvergiert.
k=1

dls — SN (_1)k—1
Esgit:[s — >0 (—=1)" " Tag| < any1
k=1

4.5. Sinus und Cosinus

. . etz _e—iz _ x k 22k+1
c sin(z) = S—mfr—— = kZ::O(—l) W
iz —iz x 2k
- cos(z) := % = Zo(_l)k%

Eulersche Formel: €% = cos(z) + i sin(z)

trigonometrischer Pythagoras: sin?(z) + cos?(z) = 1
Parititen: sin(—z) = —sin(z)und cos(—z) = cos(z)
Additionstheoreme:

sin(z + w) = sin(z)cos(w) + cos(z)sin(w)

cos(z + w) = cos(z)cos(w) — sin(z)sin(w)

Ableitungen: sin’(z) = cos(z), cos’ (z) = —sin(x)

5.7. Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen
Die Funktionenfolge fy, : X — Y heiBt punktweise konvergent gegen eine Funktion
f X — Ywennfiralez € X gitt lim fy(z) = f(z)

n— oo

5.8. GleichméaBige Konvergenz von Funktionenfolgen
Eine Folge (fn) von Funktionen fy, : X — Y konvergiert gleichmaBig gegen eine
Funktion f : X — Y, falls
VE>03IN e€RVn> NV e X: |fp(z)— flz)] <&
< Hm _|[[fn — fllec =0
n—oo

5.9. Stetigkeit von Grenzwertfunktionen
Konvergiert die Folge (fr, ) stetiger Funktionen f,
f X — Y, soist f stetig.

: X — Y gleichméBig gegen

6. Differenzierbarkeit

4.6. Sinus und Cosinus Hyperbolicus

2. Zahlenfolgen

2.1. Konvergenz
Eine Folge (a, ) konvergiert gegen den Grenzwert a
VE>03INeRVREN: n >N = |ap —a| <&

3.5. Majoranten/Minorantenkriterium
Sei Y aj und > by, zwei Reihen.

1.Git0 < |ag| < by fir fast alle k, und ist die Majorante > by, konver-
gent, so konvergiert ) aj, absolut.

2.Git0 < ap < by fir fast alle k, und ist die Minorante ) aj, divergent,
so divergiert > by,

. L . . _ eF—e"%
+ sinh(z) 1= —isin(iz) = % —
« cosh(z) := cos(iz) = %
« hyperboli Pythag cosh?(z) — sinh?(z) = 1
- Parititen: sinh(—z) = —sinh(z)und cosh(—z) = cosh(z)

+ Additionstheoreme:

sinh(z + w) = sinh(z)cosh(w) + cosh(z)sinh(w)
cosh(z + w) = cosh(z)cosh(w) + sinh(z)sinh(w)

Ableitungen: sinh’(z) = cosh(zx), cosh’(z) = sinh(zx)

6.1. Differentialquotient
f : I — Cist differenzierbar bei . € I wenn der Grenzwert existiert

() = F(@)—f ()

m
3 T—T s

1i
THTx

6.2. Differenzierbar impliziert Stetig
Ist f : I — C differenzierbar bei z € I dann istfauch stetig bei  «
(— Stetig = — Differenzierbar)

2.2. Monotoniesatz
Jede beschrénkte und monotone Folge ist konvergent

2.3. EinschlieBungskriterium
Seien (an, ), (by ) reelle Folgen mit a = nlgnoo O = nlgmoc by, , und ei-
ne dritte reelle Folge (¢, ) erfille (an) < (cn) < (byp) fir fast alle n. Dann

konvergiert auch ¢, gegen a.

3.6. Integralvergleichskriterium
oo

Sei f : [1, 00) — [0, co) monoton fallend, dann konvergiert die Reihe > f (k)
k=1

genau dann, wenn das uneigentliche Integral floo f (x)dz konvergiert.

5. Stetigkeit

6.3. Ableitungsregeln
- Unearitat: (\f + pg)’ (z) = A’ (x) + pg’ (x)

- Produktregel: (fg)’(z) = f'(2)g(z) + f(2)g'(z)
(@) g(a) = f(@)g’ (x)
(9(x))?

- Kettenregel: (f 0 g)’(z) = f'(g())g" (x)

* Quotientenregel: ( 5 ) (x) =

4. Potenzreihen

5.1. Definition
f : X — Y heiBt stetig am Punkt @ € X und stetigwenn f Va € X stetig ist.

VE>036>0Ve eXx: |z —a|l <d=|f(z)— fla)] <&

6.4. Ableitung der Umkehrfunktion

Sei g eine stetige, streng monotone Funktion und f die Umkehrfunktion. Wenn g an

der Stelle Yy« := f (x4 ) differenzierbar ist mit g(y+«) 7 O, dannist f bei 4
1 1

differenzierbar mit f/ (x ) = T = TTE)

2.4. Bestimmte Divergenz

an, ist bestimmt divergent gegen -+ oo falls gilt:

VM >03N eRVRneEN:n>N=an >M
Firay € Cmuss |an| — +oo gelten

4.1. Definition
Sei (ap)ken, z € C, p € RU{ oo} der Konvergenzradius und zq ein Entwick-
lungspunkt.

oo
Die Potenzreine P(z) = > aj(z — z0)" konvergiert absolut fir | z| < p.

5.2. Folgenstetigkeit
Sei (1, ) eine gegen x konvergente Folge. f ist genau dann stetig, wenn

Jlim_ f(wn) = f( lim_ on) = f(z)

6.5. Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Ist f : [a, b] — R eine stetige, auf (a, b) differenzierbare Funktion. Dann existiert
ein& € (a, b) mit
b)—
e = 1=

2.5. Cauchy-Folge
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge
VE>0INERVMm,nEN: m,n >N = |lam —an| <&

2.6. Bekannte Grenzwerte
Fir jedes 8 > O gilt:

l
(@) =0, lim (zBln(a:)) =0
z—0+

. B —z\ _ .
A e =0, Ra =g

4.2. Konvergenradius
Man betrachte die Koeffizienten Folge (ay, ).

Cpi= = 1 = 400" und ,,é =0
lim sup
k— o0
1 w1 »
. pi= ——gp=— mit,5 = oo
lim | 2k+1, 0

k—oo 9k

5.3. Lipschitz-Stetigkeit

f : X — YistLipschitz-stetigwenn ein L € R~ ( existiert sodass Va1, z2 € X
[f(z1) — f(z2)| < Llzy — o2

und heiBt lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu jeder kompakten Menge K C X eine lokale
Lipschitz-Konstante L gibt, die obiges erfilllt.

6.6. Monotonie von Funktionen

Sei f : [a, b] — Rstetigund auf (a, b) differenzierbar. V& € (a, b) gilt:
- f ist monoton steigend genau dann, wenn f’(ac) > 0 (fur streng >)
- f ist monoton fallend genau dann, wenn f’(:):) < 0 (fur streng <)
« [ ist konstant genau dann, wenn f” (z) = 0

5.4. Grenzwert von Funktionen
Fur f : X\{a} — Y, isty € Y der Grenzwert falls fir alle Folgen (zr, ) die
gegen a konvergieren gilt lijx)j flz)=1vy

z—a

4.3. Cauchy-Produkt

Seien (ay ), (b;) Folgen, das Cauchy-Produkt ¢ = a * b ist die neue Folge

m
cm = 3 apbm_k
k=0

Konvergieren die Reihen von «, 3 absolut, konvergiert auch >-°° (o * f3) ab-
solut und es gilt:

5 (@*Bm = (3 ap)(E B
0 k=0 =0

m=

5.5. Satz vom Minimum und Maximum
Seien f : X — R eine stetige reelle Funktion und A C X kompakt. Dann existie-
N Tin, Tmaz € Amit f(Tmaz) = max(f(A))und f(Tmin) =

min( f(A)).

6.7. Regel von I’Hopital
Seien a, b € RU{—o00,00}.Und f,g : (a,b) — R zwei differenzierbare
Funktionen. Sei g(x) 7 Ofiralle z € [a, b], und es existiere der Limes:
7
lim f,(l) =:c€R
z—a g’ (x)

1. Falls le»ja flz) = Ilg}nag(z) = 0 gilt: Ilgﬂa 96

2. Falls ,;15;“& f(z) = J—lgna g(z) = Fooilt: ng)na
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6.8. Satz 8.28
Es sei (fn )neN eine Folge differenzierbarer Funktionen fy, : [a, b] — C. Wir
nehmen an, dass

- die Funktionenfolge (f;)neN der Ableitungen f:l : [a, b] — C gleichmaBig

gegenein g : [a, b] — C konvergiert

+ die Zahlenfolge ( fr, (T)) e fir mindestens ein T € [a, b] konvergiert
Dann konvergiert die Funktionenfolge ( fr, ), ¢y gleichméaBig gegen eine differenzier-
bare Funktion f : [a, b] — C,undesgilt f* = g. Ist zusétzlich jede Funktion f,
stetig differenzierbar, so ist auch f stetig differenzierbar.

7.6. Uneigentliches Integral
Ist f : [a,b) — Cmitb € RU{+oo}(fir —oc analog) eine uneigentliche
Regelfunktion, dann ist folgender Limes das uneigentliche Integral wenn er existiert :

b c
[ f(z)dz := Clgnbff(z)dz

8.8. Holdersche Ungleichung

6.9. Taylor-Polynom
Taylor-Polynom fiir f € C"(I), Grad m € Nund m < m, an der Entwicklungs-
steley € I:

m (k)
T (yi@) = =, L @ — g

7.7. Satz 9.34

Esseien f : [a,b) — Cund g : [a, b) — R uneigentliche Regelfunktionen. Gilt
| f| < g, undist g uneigentlich integrierbar, so ist auch f uneigentlich integrierbar. Ins-
besondere ist jede absolut integrierbare Funktion f : [a,7 b) — C auch uneigentlich
integrierbar.

6.10. Restgliedformel nach Lagrange
Es seien f € el ([a, b];R) und € [a, b] gegeben. Dann existiert zu je-
demxz € [a, bl mitz # yein& € (a, b) "echt zwischen* i und x so dass

(m+1)
@) = Tf o) + L& (e — ) (™D

7.8. Restgliedformel fiir Integrale

Es seien f € Ca ([a, b];R) und y € [a, b] gegeben. Wir definieren das
Taylorpolynom TT]:L (y; ) : [a,b] — R wie in Definition 8.33. Dann gilt fiir jedes
x € [a, b]:

F@) = T (gio) + [ E28T p0m 4D (tyae
Y

7. Integralrechnung

8. Konvexe Funktionen

Es seien p, g > 1 gegeben mit % =+ % = 1. Fur beliebige stetige Funktionen
f,g: [a,b] — Cgitdann:
b b 1 1
[ [ f@)g(z)de] < (f |f(2)Pdz) P ([ |g(2)|Tdz) 2
a a a
9. Bekannte Ableitungen/Stammfunktionen
9.1. Ableitungen
- sin’ (z) = cos(z), arcsin’(z) =
Y
- cos’(z) = —sin(x), arccos’ (x) = — ———
J1—y2
. sin(x) _ 2 _ 1
- tan(z) := CDs(av),tan/(z) =14 (tan(x))* = Teos(@?
- arctan’(x) = ﬁg
9.2. Stammfunktionen
- [tan(z)dz = —In(|cos(x)|)

- [in(z)dz = In(z)z — x

7.1. Jede stetige Funktion ist eine Regelfunktion
Eine Folge von Treppenfunktionen (¢, ), e, die gleichméBig gegen f konvergiert,

ist gegeben durch ¢y, (z) = f(zl(CTL)) fiir alle © € (z;cn_)l 9 z;cn)] sowie

¢n(a) = f(a),wobei (x(kn))zzo mit:cl(cn) =a+ (b— a)% eine Zerle-
gung von [a, b] ist.

8.1. Definition durch Stiitzebenen/Tangenten

Seif: I - RE C'! eine konvexe Funktion, @ € I und = # a dann gilt:
f(z) > f(a) + f'(a)(x — a) [Fir strikt konvex gilt <]

8.2. Definition durch Sekanten
Sei f : I — IR eine konvexe Funktion, fir (a < b) € ITund A € [0, 1] gilt:
FAb+ (1= Na) < Af(B) + (1= A)f(a)

7.2. Rechenregel fiir Integrale
Esseien f, g : [a, b] — C Regelfunktionenund A, iz € C. Dann gilt:
1. Auch A f + pg : [a, b] — Cist eine Regelfunktion, und das Integral ist linear:

b b b
JOf + pg)(w)dz = A [ f(w)ds + p [ g(z)dw
a a a

. Auch | f| : [a, b] — Rist eine Regelfunktion:

b b
| [ f(@)dz| < [|f(z)ldz < sup [f(z)]
a a a<z<b

I

3. Sind f, g reellwertig mit f < g dann:
b b
[ f(z)dz < [ g(z)dx
a a

8.3. Ko itat und Ableitung

Sei f € C2(I). f ist (strikt) konvex:

= f’ ist (streng) monoton steigend

< f!" > 0 Fir strikt konvex folgt nicht >

8.4. Jensensche Ungleichung
Ist f : I — R eine konvexe Funktion, Argumente 1, ..., T, € I und Koeffizien-

n
ten A1, ..., A\p € R gegeben, mit der Eigenschaft >, Ap = 1 gilt:
[e=il

f( i Apzg) < i A f(zg)
k=1 k=1

7.3. Hauptsatz der Differential und Integralrechnung
Essei f : [a, b] — C eine stetige Funktion. Zu gegebenem a € [a, 3] definieren
wir die Funktion F* : [a, b] — C durch:

- F(a) = [ f(D)at

b
- [ f(t)dt = F(b) — F(a)

Esgit F/(z) = f(x)

8.5. Vergleich von arithmetischem und geometrischem Mittel
Seien A1, Ag, ..., Ap € RZU dann gilt:

n T
B kHIAk < % kzl Ay Gleicheitnurfir Ay = Ag = ... = A,

7.4. Partielle Integration
Esseien f, g : [a, b] — C zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

b b
[ (@)g(@)de = f(z)g(2)|h — [ f(2)g’ (x)da

8.6. Jensensche Integral Ungleichung
Es seien f : [a,b] — I,A : [a,b] — Rx( stetige Funktionen mit

b
J A(z)dz = 1,undg : I — R seikonvex.
a

b b
9(J f(@)A(@)dz) < [ g(f(2))A(x)dx

a
Ist g strikt konvex, so gilt Gleichheit genau dann, wenn f eine konstante Funktion ist.

7.5. Substitutionsregel
Essei f : [a, b] — C eine stetige Funktion mit Stammfunktion F* : [a, b] — C.
Weiter sei g : [ar, B] — [a, b] eine stetig differenzierbare Funktion.

B (8)
[ Fa@g' @it ="] @)z = P@)2E)
C g(a)

8.7. Youngsche Ungleichung

Seien A, B > Oundp, g > 1 mit % + % = 1 Dann gilt:
AP B1

A8 & P + q

10. Eigene Notizen:
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