1 Lineares Gleichungssystem LGS
Das LGS Az = b kurz (A|b) mit A € K™*", z € K™, b € K™ hat
m Gleichungen und n Unbekannte.

1.1 El fe gen(EZF /ESF)

A € K™X™ hat m Zeilen z; € K™ und n Spalten s; € K™
e Vertauschen zweier Zeilen/Spalten
o Multiplikation einer Zeile mit einemA # 0
e Addition eines A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

are Zeilen/Spalt

1.2 Rang einer Matrix
r = rg = Rang (Anzahl der Nichtnullzeilen)

1.3 Losbarkeitskriterium eines LGS
e genau dann Iésbar, wenn: rg(A) = rg(A|b))
e wenn lsbar, n — rg(A) = Anzahl der frei wihlbaren Parameter
e eindeutig 16sbar, wenn rg(A) = n
1.4 Das homogene LGS
e (A|O) hat stets die triviale Lésung O
e Summe und Vielfache der Lésungen von (A|0) wieder Lésungen

2 Rechnen mit Matrizen
Die Matrix A = (a;;) € K™X"™ hat m Zeilen mit Index i und n
Spalten mit Index j

2.1 Rechenregeln

Merke: Zeile vor Spalte! (Multiplikation, Indexreihenfolge, etc...)
1)A+B=B+ A 2) (A+B)+C = A+(B+C)
) A+0=A/A+(-A) =0 4 (A -pA=A(u-A4)
5)1-A=A 6) (AN + pu)A=XA+ pA
7)AM(A+ B) =XA+ AB 8)(A-B)-C=A-(B-O)
9) A-(B+C)=AB + AC 10)E, - A=A=A-E,

Multiplikation von A € K™X" und B € K"*™: AB € K™X"

Multiplikation nicht kommutativl A - B # B - A

2.2 Transponieren

Falls A = (a;;) € K™X"giltt AT = (aj;) € K"X™

HN(A+B)T=AaT4+BT 2)A-B)T =BT .AT
3)(AA) T =24 4H@AaHT =4
A € K™ X" ist symmetrisch, falls A = AT (= diagbar)
A € K™ X™ ist schiefsymmetrisch, falls A = —AT
A € K"™*™ ist orthogonal(Spaltenvektoren=0GB), falls:
AAT = E, T =41 detA==+1

A € C™X™ ist hermitesch, falls A = A | (kmplx. konj. u. transp.)

2.3 Inverse Matrix

fiir die inverse Matrix A~ ' von A € K™*" gilt:
A 'A=E, ) (A H =4
3)(AB)"t=B71a"t @A) t=@HT

A € R™X™ ist invertierbar, falls: det(A) #0 V rg(A)=n
Berechnen von A~ ! nach GauB:
AAT =By = (AlBn) P (BalATY
2.4 Determinante von A € K™*": det(A) = |A|
A 0 A B
e det (C D) = det (0 D) = det(A) - det(D)
® obere/untere A-Matrix: det(A) = A1 - ... - Ay,

(Multiplikation der Koeffizienten der Diagonalen)
e A=B-C = |A|l=|B|-|C|
o det(A) = det(AT)
Hat A zwei gleiche Zeilen/Spalten = |A| = 0
i . .
> (-1 ag;
i=1
o det(AA) = A" det(A)
Ist A invertierbar, so gilt: det(A~1) = (det(A)) ™!
A st invertierbar, wenn det(A) # 0
Vertauschen von Zeilen/Spalten dndert Vorzeichen von |A|
det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA)
K2X2

o |A] = [Aijl EntwckIng. n. iter Zeile.

Vereinfachung fiir Spezialfall A €

A= (‘Z Z) € K2%2 = det(A) = |A| = ad — be

2.5 Rang einer Matrix A

A € K™X™ mit r lin. unabhingige Zeilen und I Nullzeilen:

Rangvon A:rg(A) =m —1l=r

Zeilenrang (A): Bringe A auf ZSF = Zeilenrang(A) = rg(A)
Zeilenraum (A): Z 4 = Zeilen ungleich O

Spaltenrang: Bringe Matrix auf Spaltenstufenform

Kern: ker(A) = {v € R"™ | Av = 0} dim(ker(A)) =n —1r
Bild: AT = EZF = Zeilen (+ 0) bilden die Basis vom Bild. Die (lin.
unabhingigen) Spalten von A bilden eine Basis vom Bild.

3 Vektorraume
Eine nichtleere Menge V mit zwei Verkniipfungen 4 und -
Vektorraum iiber dem Kérper K.

heiBt K-

3.1 Untervektorraume

Eine Teilmenge U eines K —Vektorraums V heiBt Untervektorraum
WU #0o (0€U)

QQu+veU Vu,veU

)M eEU  Vu€eUVAeK

Wegen (3.) enthilt ein UVR U stets den Nullvektor 0. Daher zeigt
man (1.) meist, indem man 0 € U nachweist.
Triviale UVR: U = {0} mit B=0 U = V mit By = By

(UVR) von V, falls gilt:

3.2 Lineare Unabhéangigkeit
Vektoren heiBen linear unabhangig, wenn aus:
AT + A2U2 + ... + ApUn = 0 folgt, dass A1 = Ao = Ay, =0
3.3 Basis (Jeder VR besitzt eine Basis!)
Eine Teilmenge B heiBt Basis von V', wenn gilt:
e (B)y=V (B erzeugt V)
e B ist linear unabhingig

3.4 Dimension

n := |B| € Ng Dimension von V' dim(V) =n

Mehr als n Vektoren sind stets linear abhangig.
Fiir jeden UVR U C V gilt: dim(U) < dim (V)
3.5 Orthogonalitdt |
Skalarprodukt (v, w)
e Bilinear: (Av + v/, w) = X - (v, w) + (v, w)
e Symmetrisch: (v, w) = (w, v)
e Positiv definit: (v, v) > 0
Skalarprodukt beziiglich symmetrischer, quadratischer und positiv defini-

te Matrix A € R"*X" = (v, w)4 = v! Aw

kanonisches Standardskalarprodukt: (v, w) = v w

1
Skalarprodukt Polynomfunktion < p(z), q(z) >= [ p(z)q(x) dz
0

In euklidischem Vektorraum gilt:
Merke: Nullvektor steht auf allen Vektoren senkrecht.
e Linge/Norm von v: ||T]| = /< ¥, 7 >
e Abstand von v und w: d(v, w) = ||[v — w|| = [Jw — v]|
— .  ( (v,w)
¢ = arceos ()

e Winkel: (¥, W) =v - w-cos¢

e Orthogonalitit (v Lw): (T, W) =0

o Normierung auf Lange 1: ”11’” - v
Cauchy-Schwarz-Ungleichung: [{v, w)| < f|v]| - [Jwl]|
Orthogonalsystem: V (v, w) € B mit v # w: vlw

Orthogonalbasis: wenn B Orthogonalsystem und Basis
Orthonormalsystem: wenn B Orthogonalsystem und ||v|| =1 Vv € B
Orthonormalbasis (ONB): wenn B Orthonormalsystem und Basis

Orthogonale Zerlegung eine Vektors v langs a:
(v,a)
(a,a)

v:va-&-vaLmitva: ~aundvaL:v—Ua

Bestimmen einer Linearkombination bzgl. einer ONB:
B ={b1,...,bn} = X; = (v, b;)

Spiegelungsmatrizen: Va € R\ {0}

2
)»aaT

al -a

Ho = Ep — (

3.6 Orthogonalitat Il

Orthonormalisi g hren Gram-Schmidt: aus Basis{vy, ..., vpn}
1) by = ”31 I (Vektor mit vielen Oen oder len)

2) by = ”23” mit co = vo — (va,b1) - by

3) bg = ”Zg” mit c3 = vz — (v, b1) - b1 — (v3,b2) - b2

azb3 — agby
agzby — aybg
a1by — agby

Vektorprodukt @ X b = d,b €R3

axbla (@x b=0 < a;b linear unabhingig.)
\\axb\|2+\<a by 17 = llal® - ll6)1 axa=0
@ x || = @] - 15| »sin( (@ 17)) = Fliche des Parallelogramms
GraBmann-ldentitit: @ X (T X @) =¥ - (@ - W) — W - (€ - T)
Spatprodukt:
e [a,b,c] := (@ xb,c) = det(a,b,c)

e |[a, b, c]| = Volumen des Spates
e [a,b,c] >0 = a,b,c bilden Rechtssystem
e [a,b,c] =0 = a,b,c linear unabhingig

Orthogonale Projektion in UVR:

1) Normiere Basis von U nach Gram-Schmidt.

2) n — r linear unabhingige Vektoren, die L zu {bq, ...,
3)u = (by,v) by + (b2, v) b .= u] =v—u
Abstand von v zu U: ||u ||

by} sind

Das lineare Ausgleichsproblem: (Methode der kleinsten Quadrate)

Experiment: (t1,Y1), ..., (tn,¥yn)
f1:R—=R, fi(z) =1 f2 iR =R, fa(z) =2

fi(t1)  fa2(t1) Y1

Fi(tn)  faltn) Y

AT Az = ATb — LGS Issen nach x

fiR =R, f(z) =ax1f1(x) + ...+ @nfn(z)

4 QR-Zerlegung einer Matrix

A=QR QTQ=EFE,ud R=(R,0)" (Dreiecksmatrix)
1. Spalte s = (s1, ..., sn)T von A kein Vielfaches von e

a=s—aje; #0 51 <0sar=+]sl

20:01 =—]s|
2. Spalte s = (0, s, ..., Sn)—r von A kein Vielfaches von eg
E 0: =
4= s — anes £ 0; s2 < 0:az=+|s|
>0:as=—|s|

Hi=Hy=En— (%) aaT  und  Ay=HyH1A
a
S A=QRmitQ=1H.," . Hrund R= A,

— x durch Riickwartssubstitution aus Rz = QTb mit A = QR

Ldsen des linearen Ausgleichsproblem mit QR-Zerlegung:
reduzierte QR-Zerlegungvon A > A=QR — Rz =Q b

5 Folgen (an)n

explizite Folge: (an) mit ap = a(n)
rekursive Folge: (an) mit ag = fo, apt1 = a(an)

5.1 Monotonie

Im Wesentlichen gibt es 3 Methoden zum Nachweis der Monotonie:
1) ap41 —an 2 (=)0  (streng) monoton steigend/ fallend

2) az% 2 (=)1 (streng) monoton steigend/ fallend
3) Vollstindige Induktion

5.2 Konvergenz

(ay) ist Konvergent mit Grenzwert a : |an, — a| < e¥n > Ng
n— oo

Eine Folge konvergiert gegen eine Zahl a: (ay,) — a

Es gilt:
e Der Grenzwert a einer Folge (ay,) ist eindeutig.
e Ist (ay ) Konvergent, so ist (ay,) beschrinkt
® Ist (ay ) unbeschrinkt, so ist (ay,) divergent.
o Monotoniekriterium: a,, beschrankt und monoton — a,, konver.

n— oo
—

Regeln fiir konvergente Folgen (an,) a und (by) sy ¥

n—)oc

i
(an + bn) atb  (anbn) "=5° ab (32 St e

(Aan) "5 2a (Vam) "= va  (lanl) "= ol
anp < bp "% q <b anp < cn < bp n_rge (cn) > a

Grenzwertbestimmung bei rekursiv definierten Folgen:

1. Zeige, dass (ay,) konvergiert durch Beschrinktheit und Monotonie
2. Aufstellen und Lsen der Fixpunktgleichung

— Ersetzen der a,, + 1, ap, durch a in Rekursionsvorschrift

3. SchlieBe Kandidaten aus, sodass nur einer iibrig bleibt

6 Reihen
> 1 1 oo (_1)n+1
— =00 " = ——— = konv.
Z1 " Z L—gq ngl "

n=

Harmonische Reihe Geometnsche Reihe Alternierende harmonische Reihe

6.1 Konvergenz- und Divergenzkriterien

Sl an divergiert, falls a, # 0 oder
Minorante:3 3°00 ) by (div) A an > by VYn > ng

o (—1)"an konvergiert falls (an) monoton fallende Nullfolge
oder Majorante: 33°2 by, =b A an < bp Yn > ng

Absolute Konvergenz (357
1. Majorante: 33°5% by, =b A
2. Quotienten und Wurzelkriterium:
a
r:= lim dntl
n— oo an

o lan| = a konvergiert), falls:
lan| <bn Vn > ng

\4 r:= lim

r< 1= 32 ,ap konvergiert absolut
Falls ¢ 7 > 1 = Y20 ap divergiert
r=1= > 9% an keine Aussage moglich

< 27010:0 lanll

Dreiecksungleichung: || Yol oan H

Cauchyprodukt:

(2520 an) (X2 bn) = 2020 (ZFp arbn_1)

mit ¢y, = (Zf:() a;b, _;) UND a,b absolut konvergent
— ¢ konvergent (Zfzo cn) = (E%O:o an)(E?f:o bn)

7 Potenzreihen f(x) = 307 (an - (x —a)”

Konvergenz:
ang1(e—a)" i An41 n—
e | = | TEE [l —al " g e —a
[z —a| < %/R konvergiert absolut
Falls { |z — a| > %/R divergiert
|z —a| = %/R keine Aussage méglich
Konvergenzradius: R = %
R= lim |22 | = lim —A—
oo | Gnt1 novoo Ylan]
fir R=0 : K(f)={a} oder R=occ : K(f)=R

— ansonsten untersuche f an den Rindern mit Konvergenzkriterien

T, —a z_ —x
cosh = &£te” = e
arccosh(z) =

sinh =
In(z +Vz2 — 1) arcsinh(z) = ln (z++Vz2 +1)
tanh = sinh
‘cosh sinh

coth — cosh

oo

1 n
exp(xz) = ngo ;z cos(z) = ,;0(7 " (2 )
1 oo n . oo n 7)2"+1
T TR ey
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8 Funktionen

Eine Funktion f ist eine Abbildung, die jedem Element z einer Definiti-
onsmenge D genau ein Element y einer Wertemenge W zuordnet.
f:D—>W, z— f(z):=y

Verkettung/Komposition: g o f = g(f(x))

Injektiv: f(z1) = f(z2) = z1 = 22

Surjektiv: Vy € W3z € D : f(z) =y

(Alle Werte aus W werden angenommen)

Bijektiv: f ist injektiv und surjektiv = f umkehrbar
Umkehrabbildung: f(z) =y - z =g(y) >y =z und g = f~
Identitdt: Id, : X — X Id(xz) = x immer bijektiv

8.1 Grenzwerte und Stetigkeit f
Jim f(2) = ¢,
stetig
Regel von L'Hospital: (Falls 3 ein Grenzwert)

f(x) 0 o] - 1im (=)
Jim 563~ [8]/[2] = Jim, 55
Satz von Maximum und Minimum: 3 Stellen 02, Tymin € [a,b] :
fmin = f(@min) < f(2) < f(@maz) = fmax
Zwischenwertsatz: Vy € [f(a), f(b)] 3z € [a,b] : f(z) =y
Nullstellensatz: ist f(a) < O und f(b) > O (oder umgekehrt) so gilt:
Jz[a,b] : f(2) =0
Fixpunktsatz: f : [a,

ta, b] = R, f = f(2)
lim g(z) =d — lim Af(z)«hu,g(z) = )\c+,u,d

f( lim 2)|[f, 9 stetlg - f+ g M fg, L 5 ,f oy

b] — [a, b] stetig — 3z : f(&) = &

9 Differentiation
£ diffbar, falls f stetig und lim £(20tMI—F(@0) _ ¢/
h—0

f differenzierbar — f stetig f stetig 4 f differenzierbar
Tangentengleichung: y = f(z0) + f'(z0)(x — 0)
Mittelwertsatz: Falls f diffbar, dann 3zq : f/(zo) = W

(z) exist.

9.1 Anwendungen der Differentiation
Numerische Differentiation (Erhalten der Werte der Ableitungsfkt.)
s f(m);f(fo) S f(m2)*2f(hzl)+f(10)

g3

Newton-Verfahren: mit tol > 0 und gesuchter Nullstelle zx*
Solange |x"+1 — an| < tol und ‘f(mn«#l)l < f(zn)l:

Tpyl = Ty — ;,((a;"n)) mit Startwert xq
Taylorpolynom: Tmyf‘a(x) =2t s )(a) (z — a)k

Taylorreihe: o(z) = Zk 0 f( )(a) (x —a)

Restglied: Rerl(ac) = f(z) — O(T)

Bestimmung von Taylorreihen: Taylorformel V bekannte Taylorreihen
differenzieren bzw. integrieren V bekannte Taylorreihen einsetzen V
Koeffizientenvergleich

Polynom- und Spli erpolation

(bei n + 1 Stiitzstellen (zg, y0), - .-, (Tn,Yn))

e Lagrange’sche Interpolationsformel:
z—

f(z):E?:oyiHJ oj#zﬁ

Interpolationspolynom nach Newton:

f(z) =anz™ + ...+ a1z + ag

1) Ansatz: f(z) = Ao+ A1 (z—x0) +A2(z —z0)(z —21) +
ctAn(@— o). .. (2 —@p_1

2) Bestimme Mg, ..., Ap mit f(z;) = y;

3) \; einsetzen in 1) — Erhalten der a;

o Bestimmung der kubischen Splineinterpolation:
s an den Stiitzstellen (g, yg), .-, (Tn, Yn ) durch n Polynome:
2 &
si() = a; +bi(w — x5) + i (z — ;)% + di(z — 23)3
Koeffizientenbestimmung: cog = 0 = ¢p,
restliche ¢; aus LGS mit hy = x;41 — x;

. YVidl—Yi _ Yi—Yi— .
wobei r; = 3(% — 1}%7:11) ji=1,...,n — 1
L C_ Yit1—Yi _ 2¢itciq Cit1
a; =yi b= oy - 3 di = —35;

10 Integration | (Flichenbestimmung)

f stetig— integrierbar f integrierbar— | f| integrierbar

10.1 Integrationsregeln:
o [P f(x)dz = F(b) — F(a)
o [Af(z) +pug(z)de =X [ f(z)dz + u [ g(z)dz
o [ [} f(@)da| < [P |f(e)|de
o f(z) < g(z) = [f(z) < [g(z)
o [} f@)de = — [ f(z)da

10.2 Integrationsmethoden
o Anstarren + Géttliche Eingebung
o Partielle Integration: [ uv’ = uv — [u/v
e Substitution: [ f(g(z)) g’ () dz = [ f(¢)dt
v

’
e Logarithmische Integration: [ %dm = In|g(x)|

11 Integration Il
11.1 numerische Integration

niherungsweise Bestimmung eines bestimmten Integrals:
1) Unterteile das Intervall [a, b] in Teilintervalle [z;, z; + 1]
2) Ersetze f auf jedem Teilintervall durch einfach zu integrierende Fkt.

3) Erhalte den Naherungswert: [ f(z)dx = Z:LUI z; it g, (z)dz

11.2 Besondere Regeln

Newton-Cotes-Formel: dquidistante Teilintervalle Breite h

h = @ x; = a+ ih

Trapezregel: (Grad 1)

T(h) = h ($f(@0) + f(@1) + . + fl@n_1) + 3 F(zn))
Simpsonregel:

S(h) = B (f(w0) + 4f (20F51) +
ar (=) 4 fn)

-t 2f(zn_1) +

11.3 Rotationskérper
Volumen: V = wf: f(z)?dz

Oberfliche: O = 27 f: f(z)v/1+ f/(z)2dx

11.4 unbestimmtes Integral
bése b

[ f(z)dz = lim [ f(z)dz

ok b—>bése gy

Majoranten-Kriterium: | f(z)| < g(z) und [2° g(z)dx
— [2° f(z)dx existiert dann auch

Cauchy-Hauptwert: f f(z)dz = hm f f(z)dx
12 Differentialgleichungen

12.1 Separierbare DGL: @(t) = f(t)g(x)

) g‘f:) = f()dt

2) Integration: f g(r) =[ft)dt+c
)

)

1) Separation:

3) Auflésen nach z = x(t) .
4) Lésung fiir g(x) = 0 ?? — Uberpriifen

12.2 Lineare DGL 1. Ordnung: (t) + a(t)z(t) = s(t)

1) homogene Ldsung der separierbaren DGL @ (t) 4+ a(t)z(t) = 0
— zp(t) = ce™ [a(t)dt

2) Variation der Konstanten

— partikuldre Lésung x5 (t) = c(t)e™ Ja(t)dt

— in inhomogene DGL einsetzen — ¢(t) und xp (t)
3) Aligemeine Lésung: x4 = zp + xp,

12.3 Lineare homogene DGL mit konst. Koeffizienten:
a-,,,z(") + an,lz("71) + ...+ a1+ agx =0
1) Charakteristische Gleichung: Ersetze z(™) durch A™ —
an A" +...+aiX+ag=0
2) Bestimme Lsungen der charakteristischen Gleichung
3) n-linear unabhingige Lésungen {z1, ..., zpn }
- doppelte Nst mit m = m; wahle: e>‘t te>‘t tm—leAt
- komplexe Nst A = a 4+ tb = X\; mit m = m;
— streiche X : et cos(bt), ‘“szn(bt)
4) n linear unabhingige Lésungen

— allgemeine Lésung zp, (t) = c1z1(t) + ... + cnzn (t)

Wronski-Determinante: W (t) = det(Matrix der Lésungen) # 0
Entscheidung ob die Lésungen unabhinging sind

12.4 Inhomogene lin. DGL mit konst. Koeffizienten

anz™ +an_12""YD 4 4 a1d 4 agz = s(t)

1) Bestimme Lésungsmenge L der zugehdrigen homogenen DGL
2) partikuldre Lésung mit VdK oder Ansatz vom Typ der rechten Seite
3) L =xp + Lo

e VdK firn = 2 : ag@ + a1& + apz = s(t):
1) Ansatz: xp, = c1(t)z1 + ca(t)z2
2) Erhalte ¢1, ¢ aus:

0 und é1d1 + éodn = Sof?

¢1x1 + éawa =
3) Integration von ¢1, ¢2 — c1 und cg —
Lésung xp = c1x1 + cox2

Ansatz vom Typ der rechten Seite: , x5, ist vom Typ s(t)"

fiir s(t) = (bg + b1t + ... +bmt™)e cos(bt) oder

s(t) = (bo + b1t + ... + by t™)e sin(bt) :

zp(t) = [(Ag + ... + Amt™)cos(bt) + (Bp + ... +
B t™)sin(bt)]et fir p(a + ib) # 0

zp(t) = t"[(Ag + ... + At )cos(bt) + (Bg + ... +
Bmt™)sin(bt)]et fir a + ib r-fache Nst

12.5 Die (euler-)homogene DGL: & = ¢ (%)

1) Substitution: z = ¢ — separierbare DGL 2 = %(d)(z) — z)

2) Losen der separierbaren DGL: [ # = In[t| + ¢ — auflésen

nach z(t)
3) Riicksubstitution

12.6 Eulersche DGL: axtZ + ajte + agz = s(t)

1) charakteristische Gleichung: p(a) = asa(a — 1) + ajax+ag =0
2) Faktorisiere: p(a)

3) Erhalte n unabhingige Lésungen: zj, (t) = c1z1 + caza :

- einfache Nst: t%

- doppelte Nst: ¢, ¢t In t

- komplexe Nst: a +1ib = o = a; — t¥sin(bln(t)), t%cos(bln(t))
4) Bestimme durch VdK die partikuldre Lésung

12.7 Bernoulli'sche DGL: & = a(t)z(t) + b(t)z™(t); « € R\{0, 1}

1) durch Substitution z(t) = [x(¢)]' ™ — 1_1(1,% =az+b
2) Lése diese lineare DGL 1. Ordnung — z(t)
1
3) Riicksubstitution: z(t) = 21—
4) AWP und AB liefert ¢

12.8 Potenzreihenansatz:
=) 4 an—1(t)x(n — 1)+ ... + a1 ()& + ag(t)z = s(t)

1) Entwickeln aller Funktionen ag (t), ...
UTTL%: oo An—1 k, (n—1) ag k
"+ 0 ¢ (t—a)z'™ T+t il ¢l (t—a) Tz =
S0 e (t — a)”

2) setze die z(t) in die DGL ein

3) Zusammenfassung gleicher Koeffizienten vor Potenzen durch Indexver-
schiebung

4) Koeffizientenvergleich

,an—1/(t), s(t) in Taylorreihen

12.9 Numerik gew. DGL / AWP: & = f(z, t) mit z(tg) = zo

Unterteilen des Intervalls [tq, t] in Stiitzstellen ¢, = tg + kh
mit Schrittweite h = t_nto

expliziter Euler: x5 1 = x) + hf(tg, zy)
impliziterEuler: xj, 1 = @) + Af(tg41, Th41)

tette41 TR tTr41
2 ’ 2

Mittelpunktsregel: 1 = xp + hf

2-stufige RKV: zj, 1 = o + hf(ty + &, 2y + & F(ty, z1))

4-stufige (klassische) RKV: x| = z) + %(kl + 2kg + 2k3 + kyg)
mit k1 = f(tg, zg) ko = f(te + &, 21 + Lk1)
k3 = f(ti + &, op + Lko) ky = f(tg + h,x) + hk3)

13 Allgemeines
13.1 Vollstidndige Induktion
Behauptung: f(n) = g(n) firng < n € N

A:n =ng: Zeige f(ng) = g(ng) =wahr.

IV: Behauptung gilt fiir ein beliebiges n € N (Sei f(n) =wahr)

IS:n — n+1: Zeige f(n+ 1) = f(n) .=g(n+1)
=wahr
13.2 Werte von
T ‘ 0 ‘ /6 ‘ /4 ‘ /3 ‘ /2 ‘ ™ ‘ %Tr ‘ 2m
sim (o] 3 | 5[ 2] 1 o | -1]o0
s V3 1 1
cos 1 5 75 3 0 -1 0 1
tan [0 ] 2 | 1 | V3 0 0
13.3 Besondere Ableitungen und Integrationen
() f(z) S (@)
f (@) 1
In|f ()] I (@)
1f(ﬂﬂ) f(=)
q+1 29 qzd™?!
q+1
2 3 1
vV N
3 2z
zln(z) — = In(z) %
o e o
z
o a® a” In(a)
In(a)
— cos(x) sin(x) cos(zx)
sin(x) cos(x) — sin(z)
1
—In | cos(x tan(x
| cos(x)| @ | ma
-1
In | sin(x cot(x
|sin(a)| @) e
1
x arcsin(z) + V1 — 22 arcsin(x) —_—
V1—z2
1
z arccos(z) — V1 — 22 arccos(z) -
V1—22
1 1
x arctan(z) — 5 In ’1 + z2| arctan(z) T2
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