Hohere Mathematik 2

1 Niitzliches Wissen ¢ = cos(z) + i - sin(

1.1 Trigonometrische Funktionen

1.1.1 sinh, cosh cosh?(z) — sinh?(z) = 1

sinhz = 1 (e® —e™ %) arsinh z := In (m +22 +1

coshaz = L (e 4 e ?) arcosh z := In <T + 22 — 1)
Additionstheoreme Stammfunktionen
coshz 4+ sinhz = % Isinhx dx = cosha + C

sinh(arcosh(x)) fcoshz dz = sinhx + C

cosh(arsinh(x))

1.1.2 sin, cos  sin?(x) 4 cos?(x) = 1

x |o| x/6 | w/a| w/3 | w/2| & | Em | 2m
i 1 | B _
sin 9 3 Vel D) 1 0 1
V3 1 1
cos 1 -5 W 3 0 —1 0 1
tan | O A3§ 1 V3 oo 0 —oo 0
Additionstheoreme Stammfunktionen
cos(z — ,% =sinx [z cos(z) dz = cos(z) + = sin(z)
sin(z + £) = cosw fz sin(z) dz = sin(z) — x cos(x)
sin 2z = 2 sin x cos © JsinQ(m) do = 1 (.z' — sin(x) cos(z))
cos2z = 2cos?x — 1 fcos?(z) do = S (= + sin(z) cos())
sin(z) = tan(z) cos(z) I cos(x) sin(z) = — & cos? ()
1.2 log log(1l) =0
c c 1 3
a® = erlna logam={gz Ine<az—1

1.3 Integrale:

o Partielle Integration: | uv! = uv — 1u'v

o Substitution: | f(g(z)) g’ (z) de = 1 f(t) dt

t dt
F=) f(x) (=)
Lat+1 24 qwd~1
a+1__
2Vz3 1
3 2\1/5
zln(z) — z In(z 1
S n(‘E:L)V x n(;) 5
e e e
z
¢ a® a® In(a)
In(a)
— cos(x) sin(x) cos(z)
1
— In | cos(z)| tan(z) _
cos2(z)
-1
In | sin(x)| cot(x) _
siuzl(z)
x arcsin(x) + |1 — arcsin ()
z arccos(z) — {1 — a2 arccos(x)
1 2
x arctan(z) — — In ‘1 + ‘ arctan(x)
2
@) (e — 1) z - (@)
1, —
(V2 + 12 + sinhfl(m)) V1+ 22
2

1.4 Determinante von A € K™*": det(A) = |A|

det (& p)=det(§  B) = det(a) - det(D)
Hat A 2 linear abhing. Zeilen/Spalten = |A| = 0

Entwicklung. n. iter Zeile: | A| %1(—1)i+j . 1A
1.5 Reihen

X1, o OEO q™ lal<t 1 P 2z
n=1"n n= I-a n=o 7!

Harmonische Reihe Geometnsche Reihe Exponentialreihe

2 Lineare Abbildungen
f:V =

Fo 4 w) = F(v) + F(w) und F(Av) = Af(v)
e ODER: f(Av + w) = Af(v) + f(w)
o Tipp: Priife ob £(0) = 0

W heiBt linear, falls

Kern von f: ker(f) = {’u S V‘f(v) = O} ist UVR von V'
Bild von f: Bild(f) = {f(v)|v € V} ist UVR von W
Defekt von f: dim(ker(f)) = def(f)

Rang von f: dim(Bild(f)) = rg(f)

Injektiv falls ker(f) = {0} bzw. def(f) = 0

Surjektiv Alle Werte im Zielraum werden angenommen.

Bijektiv Injektiv und Surjektiv

2.1 Dimensionen

dim(V) = dim(ker(f)) + dim(Bild(f))
dim(V) = def(f) + rg(f)
Falls dim (V) = dim(W), so gilt:
f ist surjektiv <> f ist injektiv <> f ist bijektiv.

2.2 Darstellungsmatrizen

...beschreiben eine lineare Abbildung zwischem zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Sonderfalle:

EnMPE, =A |
Koordinatenvektor gv von v = A1by + ...
A1
BV = e x™
Py

n
Darstellungsmatrix von f bzgl. der Basen B in C

E,M@Gd) g, = B’
+ Anby, beziiglich B:

ocM(f)p = (cf(b1) ¢ f(ba) cf(bp)) € KMXn
Darstellungsmatrizen bei Verkettungen von linearen Abbildungen p M (g o f)g =
- 7
TXn

pM(g)c - cM(f)p

Xm mXn
2.3 Die Basistransfomationsformel

c'M(f)gr =¢gr M(id)g ¢ M(f)g B M(id) g/

Bestimmung von s M (id) : LGS: (€ C) BZE (By| 5 M(id) )
firV =W =K"udC =B = Ep

fo K" > K", f(v) = Av

B M) pr = g MUd g, - B, M(NE,,  E,M(id) g, =
B/fl LA - B/

3 Eigenwerte, Eigenvektoren

4 Quadriken

+

1) Hauptachsentrafo

+ c

e EW
e EV — Normieren EV — ONB

o (%) Ap yP 4 ...+ dq yi+...4c=0
- -—
EW dT=vT B

2) Translation (lineare Terme)
. ,\i;éOUNDd,;;éoﬂz,;:yiJr%
e A; =0ODERd; = 0 — z; = y;
o (x¥)A127 4 ... +e=0

3) Translation (Konstanten)

+dyzg + ...

) dk#O’k>7'v"5k=2k+ﬁv5°"5t5i=zi

. (x**))\lz.%+...+d1z"1+...:0
4) Normalform

® x; anstatt Z; bzw. z;

@ evtl. Vertauschen oder Multiplikation

o — Tabelle

5 Definitheit und Normen
Ist V ein «-VR, soist ||| : V — =, v — [[v] eine Norm, falls
e Definitheit: ||v]| > Ound ||v|| =0 < v =0
o Homogenitit: ||[Av| = |A| - ||lv] Vv € V,VX €=
o Dreiecks-Ungleichung: [|v + wl| < [[v]l + [lw]|

5.1 [P-Normen fiir v € K"

p = 1 Betragsnorm: |[v|] = \U1|+\Uz\+ 4 |onl
p = 2 Euklidische Norm: |[[v|[o = + 1/2 [ v%
p — oo Maximumsnorm: || v| 00 = max{\v“ ‘7. e {1,... ,n}}

5.2 Matrixnormen fiir A € K™*™

Man nennt eine Matrixnorm ||. || des «™X™

o submultiplikativ, falls [[AB|| < [|A]| - | B|| VA, B € «*Xn

o vertriglich mit einer Vektornorm ||. ||y, des «™*, falls

lavlly < Al - llolly Yo € <™, va e X"

Eigenwerte: det(A — ’i\En) =0, Det-Enthickk Polynom-Div. o natiirlich bzw. induziert durch eine Vektornorm || ||y, des ", falls
=xa4 =1 =" - (A =) vy = alg(X;)
Eigenvektoren: Eig 4 (X;) = ker(A — A; Ep) = v; Al = sup 2V 0y =1
— dim(Eig 4 (X)) = geo(X;) Vi:1 < geo(A ) < alg(Xg) lolly
it v EV von A
_ Frobeniusnorm: || Al p = V=1 i a
Ahnlichkeit von Matrizen: Matrizen A und B sind &hnlich, wenn .
o sie die gleichen Eigenwerte besitzen Zeilensummennorm || All (o0) = max >
o die algebraischen mit den geometrischen Vielfachhei der Eijj te Spal m: [[A] — max
iibereinstimmen ) (1) j
e Esgilt: det A = det B Spektralnorm: HAH(Z) =V mazx (max. EW von AT A)
3.1 Diagonalmatrix 5.3 Definitheit
Bedi fiir Di lisierbarkeit: Eine sym. Matrix A = A | € 2™ X" heiBt
® Das charakteristische Polynom x 4 zerfillt in Linearfaktoren ﬁgg- definit <> Vv € =™ \ {0} cw ! Av > 0< AleEW X = 0
— k k k : o
XA(t) = (A1 =LA = )2 ... (Ap — )77 Reg. semi definit < Vv €2 v Avz0 « AleEWX 20

o Die algebraischen Vielfachheiten der Elgenwerte stimmen mit den geometrischen
tiberein
k; = dim V)‘i

o Jede symmetrische Matrix A € =™ X ™ ist diagonalisierbar
A O 0 _pg-1
D=0 Ay 0 D=EBE""AB
- 0 0 23 B=[EV|,EV,,..]

Spur einer Matrix: Spur(A) = x EW von A
Produkt der EW: det(A) = 1TEW von A

indefinit < Jv,w € " : vl Av < 0 A w! Aw > 0 &
3N >0AXy <O

Alle EW von A = A-r sind reel. A € & selbst wenn EV v € ¢!

Uberpriifung mit det A =1 SpurA = X,

Sonderfall: 2 X 2 Matrix und A—r =A (symmetrisch)

indefinit <> det A < 0

ﬁg; semidefinit <> det A = 0 <> Spur =z 0

Reg, definit < det A > 0 < Spur 2 0

6 Skalarfelder

Ein Skalarfeld ordnet jedem Vektor eines Vektorraums einen Wert zu.
f:DCr™ 5, (21, ..,2n) = f(z1,. ..,2n)
Teilmengen von #™: D = [a1,b1] X ... X [an, bn]

Offene Kugelmenge vom Radius 7: B (7))

Topologische Begriffe fir D C ="

o Das Komplement DC von D: DC := " \ D

o
innerer Punkt z() € =" des Inneren D von D, falls
3e > 0: Be(zg) ={z €™ |||z —zgll <} C D

Die Menge D heiBt offen, falls D =
Randpunkt 2y € =" des Rands D von D, falls Ve > 0 :
Be(zg) ND # 0 A Be(zg) N DC # 0 = 8D = oDC

AbschluB D von D: D = D U 8D
Die Menge D ist abgeschlossen, falls 9D C D

beschrinkt, falls 3 € eVa € D : ||z < p
kompakt, falls D abgeschlossen und beschrankt ist.

v offen, so ist 538 abgeschlossen.
= und @ sind offen und abgeschlossen.

Es gilt: Ist D C ="

6.1 Folgen, Grenzwerte, Stetigkeit im R™

Eine Folge (X (K)) ist eine Abbildung (X (K)) : g — 2™, k s & (K)
Die Folge konvergiert, falls lim |z — z (k) I =0

k— oo
Folge konvergiert, falls sie k enweise konvergiert!

Fir f : D C 2™ — & bedeutet
f(z) =c & f(X(k) — z0) = ¢
Ll f(@) = f(zo)

Satz von Max. und Min.: Ist f(g) stetig und D kompakt, so
Frmaz, Tmin € DVT € D : f(Zmin) < f(2) < f(@maz)

Grenzwert: lim
=T

Stetigkeit:  Va € =™

6.2 Differentiation von Skalarfeldern - Gradient

f(=)
8:
V(@) = grad(f (@) = |
BTnf('T')
Richtungsableitung:l Oy f(x) = (V f(z),n) ‘ l ol =1 ‘

Gradientenregeln: f, g : D C & — =& sind partiell diffbar:
Linearitit: V(X f + ug)(.T) = AV f(z) + nVg(x)
Produkt: V(f - g)(@) = g(2)V f(x) + f(x)Vg(x)

Quotient: v(%) = ij(g(m)vf(:c) — f(@)Vg(x))

Kettenregeln:

S RAgiR R | f:x™ - r2Ag:ir— "
h:=gof:2" == h:=fog:rx —=
’ Vh(z) = g'(f(2) V(=) ’ W () = Vi(g@)T -

6.3 Hahere Partielle Ableitungen 9;0; f(z) = fe;x; (2)

C™ (D) = {m-mal stetig partiell diffbare Funktion auf D}

Satz von Schwarz: f € C2(D) = fayo; (@) = fojo; (@) Vij
Mittelwertsatz (f : D C "™ — s, 2y € D @,y C D)

3¢ € mog mit f(y) — f(@) = VT () — )

Esgilt |f(y) — f(@)| < cly — @| mit c = max||[Vf(2)| =z €77
) ..o

Hessematrix: H ¢ (z) = V2 f(z) = { 11/ (=) in (=)
1 f(x) ... Onn f(x)

Die Hessematrix ist symmetrisch, falls f € C2 (D)

6.4 Jacobimatrix = Fundamentalmatrix

9f1 of1

CES T Bap vf1 X
Jp(e) = : : € =m

Ofm Ofm VfT

dzq BT

Rechenregeln fir die Jacobimatrix:
fog: D Cr"™ — =™ part. diffbar:
Linearitat: T, p 4 gg = @ + BJg

Komposition: J ¢ ¢ (2) = J g (f(m)) s J g (=)
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6.5 Anwendung - Taylorentwicklung und Newton
T3, f,zq (@) = f(=o)+

+Vf(zp) | (- =0)+

(Tangentialebene)
+3(@—m0) T Hy(xo)(m — mo)

(Schmiegequadrik)

T3 f, Q<z> = fla)+20; f(a)(z;—a;)+ 5 £9;8; f(a)(z;—a;)(zj—

aj) + §£0;0;0, F(@)(z; — aj)(z; — aj)(zp — ag)
Newton: “’k+1 =z — (Df(zp) "L - f(ka)

6.6 Extremwerte von Skalarfeldern f(xz)

6.6.1 Extremewerte ohne NB

Suche Kandidaten (stationare Punkte): {zq} : V f(zg) = 0

neg. definit = g = lok. Max.

pos. definit = mq ok. Min.
o Falls Hp (20) Yindefinit = =z Sattelpunkt
semidefinit =- g = keine Aussage
o globale Extreme — priife Rand

6.6.2 Extremwerte von f(x) mit Nebenbedingung

Esseien f, g : Q C 2™ — &

NB g(x) = 0 ist nach einer Variable auflsbar.
— Setze x; in f(x) ein — Bestimme EW

Lagrange-Funktion
Nebenbedingung g(z) = 0

L(@. ) = f(@) + Ag(@) |

— Regularititsbedingung:
Vg(z) #0 Vax € Q

~ Kandidaten:
VL(z,A) =0 = { V(=) + szgig

— Vergleiche die Funktionswerte der Kandidaten
—Entscheidung iiber Extrema (auch Rand betrachten)

0
0

6.7 Differentialoperatoren

Operator | Definition
of
Gradient: grad f V= 8g:s1
S-Feld — V-Feld | ar
9zn
Divergenz: div f vl . f= g: ofi
V-Feld — S-Feld =
i
af: )
%%’ (@) - 22 @)
Rotation: rot f 2] 1 _ 9f3
V-Feld — V-Feld vxf 8f () 3F (=)
F2 (@) - gyl ()
Laplace: A f v2 _ of
S-Feld — S-Feld vT(vs)  owim;

6.8 Formeln fiir Differentialoperatoren

e div(rot(v)) = e rot(Vf)
o div(Vf) = f e rot(gVg) =0
e V(div(v)) = rot(rot(v)) + Av

7 Koordinatensysteme

Um einen Vektor in anderen Koordinaten darzustellen:

| @ v o7
7 - cos(p)
Zylinder r - sin(p) 0< ¢ <27
z
r - cos(¢p) sin () D<o <
Kugel r - sin(p) sin(0) =97
( - cos(0) 0= ¢ <2m

Zur Basistransformation: Transformationsmatrix S | Frath =
cos(¢p) — sin(p) 0
sin(¢p cos(p 0 Sz - f.
) (@) 0 z Tz
cos(¢) sin(0) — sin(¢) cos () cos(6
sin(yp) sin(0) cos(p) sin(¢p) cos(6 Sk - Frugel
cos 0 — sin(6)

Die Spalten entsprechen den orthonormalen Basisvektoren im jeweiligen Koordina-

tensystem.
= Trafo-Matrizen orthogonal: S™1 = ST

Zylinderkoordinaten

\
v | @r Log, 0T
| Lor(r-£,.)+ 20p(£,) +0:(£,)
A | Forr(r- N+ yOppf + 02z f
| Kugelkoordinaten
1 T
M R )
| Hor(r22,) + 72500 (£,) + 7aiag O0(sin0£y)
1
A | Horr(r?H 4 ol 0o (sinbf) + 090 f
7.1 Jacobi-Determinante
Zyl. = det D®(r¢, z) = r
Kug. = det D®(r, ¢, 0) = —r2 sin 0

8 Implizite Funktionen g

.. werden als Nullstellenmenge einer expl. Funktion f angegeben.
{(@,v) €2 |f(2,y) =0} mity = g(z) €=

8.1 Satz iiber implizite Funktionen:

Esgelte: f: D € 22 — &
Bedinungen:

— implizite Gleichung f(x, y) = 0

o D ist offen
o fecl(n
e 3(zq,yg) € D mit f(zq,yg) =0
e fy(xzg,yp) #0
=3I Co: 1= (xzg—¢€,29+e€),J Ce:J = (yg— 6,y + ) mit:
e IXJC Dinfy(z,y) #0V(z,y) € I Xy
e 37 Funktion g(x) mit f(x, y) = 0 ("g wird implizit defniert")
—fa(z,g(x)) _ —fa(z,y)

© SO = G T Ty e
Miwy = foaw(x,9()+2fay (@,9() o’ @)+ Fyy (x,9(x)(g" (2))?2
g (=)= Ty (@,9(x))

8.2 Satz iiber implizite Funktionen (allgemein)

fe ktmo o om stetig diffbar,
20 = (20, o) € Rkt+m zg € ek, yo € =" mit f(z9) =0

Falls Jp, = (ﬂ)l,

(det J¢ ,,(20) # 0)
Dann: 3 offende Menge T in J mit g : T — J mit f(x, g(z)) = 0
Mehrdimensional: D f(z) = —(D Fy (z, f(iﬂ))ilDFz (z, f(x))
m

.mj=k+1.. . k+m ist invertierbar

gesucht f : FUI

9 Kurven

Eine Kurve ist ein eindimensionales Objekt.

v1(t)
v :fa,b] = ", t ( : (Funktionenvektor)
In (t)

o CO-Kurve: Positionsstetigkeit (geschlossene Kurve)

o clKurve: Tangentialstetigkeit (stetig diffbar)

o C2-Kurve: Kriimmungsstetigkeit (2 mal stetig diffbar)

e regulir, falls Vt € [a, b] : §(t) # Q (Keine Knicke)
Besondere Punkte von Kurven:

e Singulir, falls 4 (t) = 0 (Knick)

o Doppel-punk, falls 3t1, to : t1 # tg A ~v(t1) = ~v(t3)

e Horizontaler Tangentenpunkt, falls ¥1 (t) # 0 A o (t) = 0
® Vertikaler Tangentenpunkt, falls 7 (t) = 0 A Fo(t) # 0
e Tangetenvektor/Geschwindigkeitsverktor: 4 (t)
o Geschwindigkeit zur Zeit t: [|%(t) ]|

Bogenlinge einer Kurve: L () = rg 15 (t) || dt

Umparametrisierung ~y nach Bogenlinge (¥):

t
Bogenlangenfunktion: s(t) = z 1% () lldr

la, ] = [0, L(V)], t = s(¢)

s

e (1) =~(sTL) 1A @I =1Vt

Tangenteneineitsvektor an v (t) : T'(t) = Hzg:g“
Binormaleneineitsvektor an y(t) : B(t) = ngigig(z) T
Hauptnormaleneinheitsvektor: N (t) = B(t) x T(t)

" T(t
Kriimmung von v: (1) = | -3 1| = HT’%

Vereinfachung fir n = 2: v : [a, b] — 22, t (z(t), y(t))

+ 92 dt

Ly =[b

Leibniz'sche Sektorformel F'(v) = % !2 z(t)y(t) — & (t)y(t)dt

9.1 Skalares Kurvenintegral

von Skalarfeld f (&) entlang einer Kurve ~(t) mit , v € 2™

b
4 fdsi= | @) - 5@ lat

Im Fall 0= 2 gibt | f ds den Flacheninhalt unter f entlang der Spur von -y an.

L (~y) ist das skalares Kurvenintegral iiber f =

Anmerkung: Ist o(x, y, =) die Masse- oder Ladungsdichte eines Drahtes so ist die Ge-

samtmasse M :
b N
ffds =4 o(x(®) - I3+ (| dt

Der Schwerpunkt S = (S1, Sg, S3) ist: §; = M%l) e ds

9.2 Vektorielles Kurvenintegral

von einem Vektorfeld v () lings der Kurve v mit &, v, v € ="

b T .
[v-ds:= [v(y(t) -%(t)dt
a
Fiir beide Integrale gilt:
VA, p €, VS, g
R ds = [
4 f+ pgds 4

Af ds ds
f a+iug s

9.3 Integrabilititsbedingung (Gradientenfeld)

=> Kurve muss einfach zusammenhéngend sein.
(Man muss die Kurve auf einen Punkt zusammenziehen kénnnen)

f: D C&"™ — =" ist ein Gradientenfeld, wenn f(x) = V F(x)

| Jf T

bzw. Oy, f(x) = ij fi(z)
Sonderfille:
_ o Ovy _ Ovg
e n =2 5y = 02
e n = 3:rot v = 0 = Integrabilitdtsbedinung ist erfiillt.

Ist v Gradientenfeld, so gilt:
fov-ds=0
4

/ v - ds ist wegunabhingig
g

10 Flachen und Flichenintegrale
10.1 Fliachen

z(u, v)
&(u,v) = (y(u, 1)))

z(u, v)

10.2 Skalares Flachenintegral

’ [ £ ds = [ (@, 0) - [Ba(u, v) X By (u, )| duds
D B

10.3 Vektorielles Flachenintegral

Jv- dsi= [ (v(@u, )T
S B

(P (u, v) X Py (u,v))dudv

11 Transformationsformel

g, ..

Jazp)day ... dan =

F(®(y1, - s yn))|detD®(yy, ..., yn)ldyy . .. dyn

/
D
/

B

12 Integralsdtze
12.1 Ebener Green

Sv Sv
J 22 -l agdy =
S

B o=z y §B i=17;

k
[ veds= > [wv-ds

& B positiv parametrisiert; Richtung dndern:y[a, b] — 22

12.2 Ebener Gauss

[ div vdedy = [ o1
B

s

o

i=17;

-nds = z /v Snyg

n=Normalenvektor: ¥ = ((g) in o= ﬁ . (l}a>
Ja

12.3 Div.Satz Gauss

| div vdxdydz = [ v-ds
B 5B

P4, X Py zeigt nach unten

12.4 Stokes

rotv-ds= [ v-ds
] /
> 5%

8P positiv parametrisiert bzgl. ®,, X Pq; P reguldr

13 DGL

13.1 Trafo auf System 1.0Ordnung
(™) 4a, (™= 4. ..

= Az+s
20 = 20,20 = 2D = 25,20 = 2@ = 2, 2,4
(=D =z o
0 1 0 0
0 0 1 0
A= -
0 0 i
—ag  —ay - —an_1
A
20 0 0
z] 0 #1
2= s = s =
Zn_2 0 2
Zn—1 s(t) P2
Fn—1

13.2 Laésen von linearen DGL-Systemen
13.2.1 e-Funktion fiir Matrizen
o VA, B € :"X"mitAB =
e 5—leAg S 1As

+ay(t)d + ag(t)e = s(t)

BAgilt : eATB = ¢AB

S = v(atb—t)

o eA = 5. diag(eM, ..., eMn). 51
o e = S.diag(e, eAn) (Bp+N+LIN24.. ). 571
(falls Matrix nicht diag’bar)
13.2.2 Losung des Systems
@ geg i = A -xzbwd =A zmita(tyg) =v
e allg.  kompl. Lsgixg (t) = cle)‘lfvl + +

Cn‘i)\ntvn,cla . Cp €

o allg. reelle Lsg: X wegstreichen, ersetze ce >t vmitdy et (cos bt Re(v) —
sin btIm(v)) + doe®t (sin(bt) Re(v) + cos(bt) Im(v))

® bestimmecy, - ,cn aus zq(tg) =

cnerntov, = xq

o erhalte als Lsg des AWPs @(t) = cqe 10wy + - - -

Falls Matrix nicht diag’bar:

® berechne: etA = Sct1571 bzw. e<t*‘O)A = Sc(t*tO)JS'fl

o erhalte die Lsgiz () = et#

cc,c€rbwa(t) =e

creMtoy; +

(t—tg)A

s

+

+ cn e>‘nt0 vn
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