[ tsin(bt) dt = b%(sin(bt) — bt cos(bt) fteat dt = %eat 3. |ntegra|55tze e Aufstellen der Fourierreihe F' zu f:

" o
. . . . . ag 27 27
e Hoéhere Mathematik 3 Ist B C R? Gebiet mit geschlossenem Rand 0B = > . mity, € C! F(zx) = — + E ay cos (k—z) + by, sin (k—z)
| 1.2. Determinante von A € K"*": det(A) = |A| —_— . Toe . @ 2 ~ Ok T k T
und pos. param. (gegen Uhrzeigersinn), dann gilt VC* VF v: k=1

IJATEX A 0 A B
R . j A det = det = det(A) - det(D iir ei = ; ad 2
1. Niitzliches Wissen &/ — COS(I) +j- sm(w) e (C D> e (0 D et(A) - det(D) 3.1. Divergenzsatz von GrauB fiir einfache OV = > ¢; Flz) = Z ep exp (Jklz)
. " . T
Hat A 2 linear abhing. Zeilen/Spalten = |A| = 0 . k=—o0
1.0.1 sinh, cosh  cosh?(z) — sinh?(x) = 1 n " v divv dz dy dz = v v- dO = Z v- dO
) 1o _ —x . Va1 Entwicklung. n. dter Zeile: [A| = 3 (=1)*17 - a;; - | Ay i K F in = steti F(z) =
sinhz = §<8 - arsinh @ := In (I T vaet+ 1) =1 fl muss pos. param. sein! (. = ¢;,, X ¢iy nach auBen) onvergenz: F(x) ~ f(x) = fin o stetig = F(z) = f(z)
coshz = %(e’” +e ) arcosh z :=1In (z + Va2 — 1) 1.2.1 Eigenwerte \ und Eigenvektoren v f nicht in x stetig = = = a; und F(z) = M
Additionstheoreme Stammfunktionen det 4 =[] X SpA=3X; Fiir Flache A: // dive da = 9§ ’Y(t)) n ds
. x . Rechenregeln:
coshz +sinhz =e” f sinhz dz = coshz + C Eigenwerte: det(A — A1) = 0, Det-Entwickl., Polynom-Div. ds = [|4(8)]| dt =151~ (2, =) T €
sinh(arcosh(z)) = Va2 — 1 [ coshzdx = sinhz + C Eigenvektoren: Eig 4 (\;) = ker(A — X\;1) = v; o e f € C(T) gerade (achsensym.) Funktion: ¢, = c_
cosh(arsinh(z)) = V22 + 1 — dim(Eig 4 (X;)) = geo(Xx;) Vi : 1 < gco()x ) < alg(X;)  3.2. Satz von Stokes fiir doppelpunktfreien 9¢ = > ; by — 0 und _ 4 [T/2 2 d
Hauptvektoren Ein Vektor v heist Hauptvektor k-ter Stufe genau dann - Rechte Hand Regel: k=0undag =71 Jo f (@) cos ( TT) T
1.0.2 sin, cos  sin®(z) + cos®(z) = 1 wenn: (A — Ag)kﬂ =0und (A — )‘E)k712 #0 // rotv dO = v ds Flachennormale = Daumen e f € C(T) ungerade (punktsym.) Funktion: ¢, = —c_j
: : _E T .
z ‘ 0 ‘ /6 ‘ /4 ‘ m/3 ‘ /2 ‘ T ‘ %w ‘ 27 1.3. Reihen k2 o¢ Umlaufrichtung = Finger ar = 0 und by, = % o /2 f(z)sin (k%’x) de
sin [o| 2 | &[] 1 ] o -1]o0 - reme
2 V2 2 o ) lql<1 © 3.2.1 Satz von Green Umrechnungsformeln:
cos | 1| ¥ |3 o | -1 o 1 Zli—wo ZOQ" = % ZO%=62 .
n= n= n= .
tan | 0 @ 1 V3| 0 | — | 0 Harmonische Reihe Geometrische Reihe Exponentialreihe // Ova _ 3”1 dz dy = 35 ds — Z/ v ds ®ag=2c ap=cp+c_p by =jlex —c_g)
- ‘ - — 20 =1 — =1 5
Additionstheoreme Stammfunktionen B Oz i=1"2; ® co= 3" ck = glap —jbk) c_p = g(ag +jby)
cos(z — 5) =sinz [ @ cos(z) dz = cos(z) + zsin(z) 2. Integralgarten o . . .
sin(z + L) = cosx T asin(z) de = sin(@) — @ cos(x) Fliche von B: F(B) = 1 ¢, (7 > 5l dt 0B =S, 4.2. Umrechnung von T in S periodische Funktionen
sin 22 — 2 sin 2 cos sin2(z) de = L (2 — sin(z) cos(z)) 2-0-1 Volumen und Oberfliche von Rotationskérpern um z-Achse X . _ T L.
- ; f 2( ) - 21( ' (z) (z)) o R B > — Sind f, g zwei SF, so: [[[ fAg + V Vg dV = [[y5 fVg dO f ist T periodisch, g(z) = f(gsc), S periodisch, denn
cos2x = 2cos“x — 1 [ cos®(z) dz = E(z + sin(z) cos(z)) V =7 [, f(z)*d= O =2m [ f(z)/1+ f/(z)2dz fir f = 1: [}, Ag dV = [[, Vg dO T T T
sin(z) = tan(z) cos(z) [ cos(z) sin(z) = 7% cos?(x) . B9 oB V9 g(z+8)=f (?(3j + S)) =f (?3 + T) =f (@93) = g(=)
2.1. Skalares Kurvenintegral
sinz = g (e/? — e7I7) ) 3.3. Parametrisierungen
L 1w —ja . n - o . .
cosa = 5 (e +e) f as = [ f(v0) - JAonar| o IE @A ER Krels mit Radius r: 5. Fouriertransformation f(t) — F(w)
L L(v)=[,61ds 2 2 2 r cos(t) r cos(t)
log log(l) =0 a - v ¢=z°+y° <r o¢p = . n = .
o = e¥lna log, @ = lnz Iz <ao—1 - 7 sin(t) 7sin(t) f — F mit Zeitfunktion f : R — C und Frequenzfkt./Spektralfkt
a na - . . . i —
o Gesamtmasse M = [ f ds = fg('y(t)) A () )1de Ellipse mit den Halbachsen a und b: Es muss gelten: t_l)lgoo f(t) =0 f fourtransbar, falls
1.1. Wichtige Integrale: y - - o=z, W2 06 <a cos(t)> <a cos(t)) =
. P r_ ’ Schwerpunkt S: S, = x;0 ds —y b2 = = i n= i
o Partielle Integration: fuv/ = uv — fu v P = ? (1 f i@ @ bsin(t) b sin(t) F(w) == / F(#) exp(—jwt) dt
e Substitution: [ f(g(x)) g’ (z)dx = [ f(¢t)dt Umrechnun - X _
N . . g Karth. in Polar falls orthogonal: oo
- ~ 2.2. vektorielles Kurvenintegral ] f(@,y) dy dz — [ [ f(rcos(¢), rsin(é))r dr do
i P
b Wichtige Fouriertransformationen:
Sonst: [ [ f(z) dz dy — [ [ f(z(r, ¢)) det Jg(r, ¢) dr de &
F(=) f() @) / (v@®) T -4 dt | VFu(@)iz, v, v € R” H M * £ F(w) £(2) F(w)
1 2at1 24 qzq—l a Gradientenfeld ¢:  Falls brotg =0=grad¢p = v 1 o—e 275(w) [t"] o—e (Jj)i?zlﬂ
1 i — . s 9 — _ —
q gm . mit ¢ =3 0zsp g u(y(H)F dt = F(b) — F(a) " o—e 2rim6(M) (W) (i:lll)v eotu(t) o—e i
g N grad f=Vf divf=V'-f rotf=VxFf L ' s
3 2Vz 2.3. Gebietsintegral iiber Normalbereich V/ u(t) o—e 55 +mwé(w) 5(t —to) o—e e 0
zln(z) —x In(z) % Normalbereich V: Fiir (z 3 gilt:
’ : : , Y, 2) € R? gilt: o,
a* . o Ina) o<z <bu@ <y <o) w (@,y) <z <o (@y) 4. Fourierreihe 5.1. Die Dirac’sche Deltafkt. 5(t)
1 — 1 -
n(@) b o(@) o' (x,y) ist die Entwicklung einer Funktion f € C(T) in eine Reihe aus sin und Se(t —to) = ¢ fu;oto St < to+e sonst 0
— cos(z) sin(z) cos(z) /// Fdv = / / / f(z,y,2) dz dy dz cos. Fiir stetiges g gllt 2% 9(#)d(t — to) dt = g(to)
1 v C(T) : T-periodisch, stetig fortsetzbar Apy(w) = [298(t — to) exp(—jwt) dt = exp(—jwto)
— In | cos(z)| tan(x) _ a u(x) u (z,y) st T-periodisch. fall ™ = N b - T periodisch 0 —oco .
cosfl(z) fis periodisch, falls f(z + T') = f(x) auch n periodisch. 5(t — to) A (w) und 6(t) 1
In | sin(z)] cot(z) SnZ(@) 2.4. Skalares Oberflichenintegral 4.1. Entwicklung in Fourierreihen f(x) ~ F(z) i .
1 . 2 3 e Bestimme die Fourierkoeffizienten zu f € C(T'): 5.2. Heaviside-Funktion u(t)
z arcsin(z) + V1 — 2 arcsin(z) - Fliche ¢ : B C R* — R”, (u, w) — ¢(u, w) und SF f
V1= 2?2 z 1 ,t>0 .
1 FdO = Flduw)) - o X ¢ || du dw a 2 . o u:R — C,u(t) = ~ lim exp(—at)
z arccos(z) — V1 — x2 arccos(z) 7\/j2 g Tu " Tw ap,bp € R: bk = — / f(W){gﬁf' (kiﬁf) dx 0 ,t<O0 a—0
1—=x - k T T
1 5 1 ¢ -z
arctan(z) — —In ‘1 +z ‘ arctan() P 5.3. Die Inverse Fouriertransformation
o o o 2.5. Vektorielles Oberflidchenintegral (Bach) T
() _1 (@) z 1 ¢ oo
ez — 1) z-e (x4 1) s s 2 e =2 [ F( (jwt) d
1 - VFv:D CR®> - R, & > g(z, y, z) und Fliche ¢(u, w) ) 1 27 =37 w) exp(jw w
7(«/12+1z+sinh71(1‘)) V1 + 22 - = cp €C cp = T f(z) exp 7Jk?z dz —oo
2 Va4l //y~do —// p(u,w) " - (8, x @, ) dudw T £(@®) o f stetigin ¢
I e sin(bt) dt = e“t%_*_zcob(bt) N - 2 W falls f unstetig in t
a ,
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5.4. Die diskrete Fouriertransformation

Falls f nur an N diskreten dquidistanten Stellen bekannt:
Sample: (z;, f(x;)) mit z; = l%’" undl=0,...,N —1

1 N—-1

ok N e = ST ra)¢H | mit ¢ o= exp(— 2T
1=0

e Bestimme die N-te Fouriermatrix F' n = (Ckl)k,L:OA”N—l

Es gilt Fy = Fiy, da ¢kt = ¢tk
e Bestimme & = %EN cvmitv = (f(z0),..., flen_1))
5.5. Die inverse diskrete Fouriertransformation
Fals¢(Mt" =1 m+n=kN = Fy-FEy=N-1y

v=Fy- ¢ &=%Fn-v

N—-1 .
Trigonometrische Polynom: P(xz;) = > ¢&,elF®l =y,

5.6. trigonometrische Interpolation

Finde ein trigonometrisches Polynom P(z), dass durch die Samples geht.

n
Fal L N=2n+1 = P(z)= 3 & exp(jkz)
C= n
ck ‘ ay ‘ by
. NSt kl o NSt 2kl o MET 2mkl
g > v ~ > v cos 71"V s > wvysin 711'\7

=0 = =

n—1
P@) = 'S & exp(ike)

—

Fall 2: N = 2n

% und somit:
EN—k = 2R(¢)

Falls Stiitzwerte reel: c_j =
ag =2c0 ap =¢, + by =j(éx — eNn—k)
Berechne nur fiir & < %
5.7. Regeln
Linearitdt: af(t) + Bg(t) 0—e aF(w) + BG(w)
) o—e F(-w)
f(t —a) o—e exp(—jwa)F(w)
I'(t) o—e juF(w)
Faltung: (f * g)(t) 0— F(w) - G(w)

f(ct) o—e ﬁF(%)

tf(t) o—e jF'(w)

6. Laplacetransformation

L(f(t) = F(s)

f(t) o—e F(s):= Zof(t) exp(—st) dt

1
1 o—e = 5(t —tg) o—e e 50
s
n n! at 57C 1
t° o—e @ e o—e P
i s
sin(t) o—e W cos(t) o—e 32_21
sin(wt) O—e ol cos(wt) O—e m
e~ ot sin(wt) _
(s +a)2 + w?
—at s+a
e cos(wt) O— ————
(s +a)? 4+ w2
Linearitdt: af(t) + Bg(t) 0—e aF(s) + BG(s)
Ahnlichkeit: f(ct) o—e 1F (%)
Ableitung  Originalfkt:  f/(t) o—e sF(s) — f(0)
J(t) o—e s2F(s) — sf(0) — f'(0)
FV o—e " F(s) = s"T1(0) = s TR F(0) L = f D (0)

Integral Originalfkt: jot f(z) dz o—e %F(s)
Ableitung Bildfkt: (—t)™ f(t) o—e F(™)(s)
Verschiebung: f(t — a)u(t — a) 0o—e e~ *3F(s)
Dimpfung: e =t f(t) o—e F(s+ a)

Faltung: (f * g)(t) := [} f(t —7)g(r) dr o—e F(s) - G(s)

Inverse: f(t) = 5=

—v+joo
53 f F(s)exp(st) ds

y—joo
Es gibt eine eineindeutige Korespondens zwischen den Originalfkt und
Bildfkt. Meist Nennergrad > Zihlergrad: Bruch geschickt umformen!
Laplacetransformierte als Summe nie auf gemeinsamen Nenner bringen!!

7. Differentialgleichungen DGL

Anfangswertproblem AWP = DGL + Anfangsbedingung:
af’’(t) + bf' () +cf(t) = s(t)  f(0) =d, f'(0) =e
— falls DGL hdherer Ordnung — Vogel-StrauB-Algorithmus

7.1. DGL LaPlace-Transformierbar

Falls gilt f(t) 0—e F(s) und s(t) 0—e S(s):
Laplacetrafo: a(s2F(s) — sf(0) — f'(0)) + b(sF(s) — f(0)) +

cF(s) = S(s)
_ a(sd+te)+bd 1
F) = rpere T 90 soziate

Riicktransformation von F'(s) liefert die Lésung f(t)

7.2. DGL-Systeme + Anfangsbedingung
F=Af+s(t)

1. Ordnung + 2 Gleichungen und z(0) = z0;y(0) = yo
#(t) = az(t) + by(t) + s1(t)

§(t) = ca(t) + dy(t) + s2(t)

Falls alle Funktionen LaPlace transformierbar

s—a —b X(s)\ _ [S1(s) 4 z(0)
Y(s)) ~ \S2(s) y(0)
7.3. Integralgleichungen vom Volterra-Typ

a- f(t) + 3 k(t —2)f(z) dz = s(t)
Falls alle Fkt. Ltrafobar: a F'(s) + K(s) - F(s) = S(s)

—c s—d

7.4. seperierbare DGL
Form: y' = f(x) - g(y); Lésung: [ ﬁ dy = [ f(z) dz

exp(jot) f(t) o—e F(w — 5]'{.5. lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

7.5.1 homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

any™ +an_19" 1 + ... +aoy =0

o Stelle die charakteristische Gleichung p(\) = Y1 _g ak AF =0 auf
e Bestimme alle Lésungen von p(\)

e Gib n linear unabhingige Lésungen der DGL an:

— Ist A eine m-fache reelle NST, dann wihle y; = e*?, ; ieAw

— Ist \ eine m-fache konjugiert komplexe NST A = a + jb, dann strei-
che A; und wihle y; = e®* cos(bz), y2 = e sin(bz) bzw.

y; = @*e?® sin(bx) und y; 41 = 2"e?® cos(bx)

e y(z) =ciyi(z)+ ...+ cnyn(z) mitcy,...cn € Rist Lésung

der DGL
7.5.2 inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten
any™ +an_1y" " ...+ agy = s(t)
e Lése homogene DGL (s = 0), liefert yy,
o Partikuldre Lésung yp durch Variation der Konstanten
— Stelle ein yp (x) mit variablen Konstanten c(x) auf

— L&se das System:

¢y + chy2 =0

iyl +chyy = G s(w)

Beachte dabei auch die Ableitung nach der Produktregel
— Erhalte c(z) durch unbestimmte Integration aus ¢’ (z)

= yp = c1(x)y1 + ca2(x)yz2 ist die partikuldre Losung

e Partikuldre Lsg. yp durch Ansatz vom komischen Typ auf der rechten
Seite

— Idee: yp hat die Form von s(z)
b
Falls s(z) = (bo 4+ b1x + ... + bmzm)eam{:i(:((bz;'

yp =" - [(Ag + A1z + ... + Apa™) cos(bz) + (Bo +
Biz + ...+ Bpa")sin(bz)] e

mit a + bj ist r-fache Nullstelle(Resonanz) vom char. Poly. von yj,
Tipp: Bei Summen im Storglied entkoppelt, d.h. y, getrennt be-
rechnen und addieren.

dann

o Die Losung der DGL ist y = yp + yp,

7.6. Die exakte DGL

DGL der Form:’ flz,y) + gz, y) - y/ =0 ‘
bzw. f(x,y) de + g(x,y) dy = 0

Bedingung fiir Exaktheit: 9y f = 929

Gradientenfeld v(x, y) = f@.y) hat Stammfkt. F'(z, y(z)) = C
9(z,y)

e Bestimme die Stammfunktion F'(x, y) von v durch sukzessive In-
tegration:

- (%) F(z,y) = [ fdz + G(y)
- Bestimme G’ (y) aus Fy = [?%F(z, y)=g

- Bestimme G(y) aus G’ (y) durch Integration

— Erhalte F'(x, y) aus Schritt (x)
e Lése F(xz,y) = c nach y = y(z) auf, falls méglich
e Die von c abhingige Lsg. ist die allg. Lsg. der DGL

7.7. Integrierende Faktoren — der Eulen-Multiplikator

Multipliziere nicht exakte DGL mit integrierenden Faktor u(z,y) und
erhalte eine exakte DGL mit gleichen Lésungen.

Oy (nf) = 0z (ng) =
Oy f—dxg

g
Owg =0y f
—7F

’ uyf + ufy = vyzg+ nga

Ist = u(x) soist u = exp([ u(z) dx)

Ist = u(y) soist p = exp([u(y) dy)

7.8. Die euler-homogene DGL
Form y’' = ¢ (%)

= Substitution: z = %

Lése 2/ = (¢p(z) —2)- % = y=uzxz

7.9. eulersche DGL

. . .
DGL in der Form Y~ a;z" - y(z)(z) = s(z)
i=0
Lésungsmenge Lo, = yp
alg. Los. part. Lés.
Lése char. Pol.: apa(ae—1)...(a —(n—1))+...4+aja; +ap =0

+ L, durch V.d.K.

hom. Lés.

Waihle Basisvektoren des Lésungsraumes:
o m-fache Nullstelle € R:
z%, ... ,e%(Inz)™ !
e m-fache Nullstelle € C (streiche @;):
z%sin(blnx), . .

z%cos(blnz), ...

L, z%sin(bInz)(Inz)™ 1t

,z%sin(blnz)(lnz)™ !

Lésung: (z.B. fiir 2 Nullstellen € R): y(z) = C1z® + C2z® In(x)
7.10. Potenzreihenansatz

Geg. DGLy (™) +a, 1 (z)y "~V ... 4a1 (2)y’ +ao(x)y = s(z)
Falls a;(z) = § céai) (z—a)k und s(z) = § cgcs) (z—a)k
) k=0

Dann 3y(x) = §Ck (e — a)k eine Lsg der DGL.

Die cj bestimmtgman durch einsetzen von y(x) + Koeff. Vergleich.

7.11. Homogene lineare DGL Systeme

— Jede DGL l3sst sich als DGL System darstellen

Transformiere eine DGL 2. Ordnung in ein DGL System 1. Ordnung:
e Substituiere £ = y

e Schreibe DGL-System:
T 1
:? = 0 ® (Bestimme a1 und ag aus DGL)
Y al a2 Y

Lose das DGL-System (Das System ist ohnehin an allem Schuld ;) )
1. Bestimme EW X; und Basis aus EV b; von A
2. Setze S = (bl, ..., b,) und bestimme S~' und D = S™1 AS
3. Berechne e2 = exp(SDS™1) = §59§71

¥y =Ay = e(m==0)2

y=c-

Bei komplexen EW: Trennung in Real und Imaginarteil

7.12. Lésung fiir y' = Ay falls A nicht diagbar

— Es existiert eine Jordan-Normalform J mit §7lé.§'

e —ePTN _ DN _ oD (B, + N+ IN? 4. + 4 NF)

12 1 k-1
Lz 3 (=01

®
|
-

T
x
0 1

S ist die Transformationsmatr. auf Jordan-Normalform:
S = (by,...,b,) mitby ...b, sind EV bzw. HV von A

T
Allgemeine Losung:

’2(1) =" c=8"Ls = 5B

Die Losungsformel fiir (1 x 1), (2 x 2) und (3 X 3) Késtchen
Ya(z) = c1e M Tuy
+c2e*2% vy + cge*2® (zvg + v3)

+cqer3® >‘3""(,7:1)4 +v5) +cge 22v4 + zU5 + v6)

vg +cse X:aw(%

—v1,v2,v4 EV, v3,v5 HV 2. Stufe und vg HV 3. Stufe

7.13. Losen von allgemeinen DGL-Systemen
DGL-System: §(t) = A(t) - y(t) + b(t)
1. Finde n lin. unabhéng. Lésungsvektoren Yy .4.,gnmit der
Wronski Determinante W (t) = det(y, , m,gn) ;:S 0
2. Bestimme Y, = Y (t)c(t) durch Variation der Konstanten
o(t) = [Y1()b(t) dt baw. Y -/ (8) = b
3. Bestimme y = Y, + > ciy, mitc; €R

Gleichgewichtspunkt: Ayg +b =0 — (A|b) — (Elyg)
Stabilitat:

e Re(\;) < 0 — asymptotisch stabil

e Re(\;) > 0 — instabil

e Re();) < 0 — stabil

Auch wichtig: Schrédingers Katze
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