ol Mathematik 4

BTEX

\ r =22 £ 92, ¢ = tan" ' (£),2 = reos(p), y = rsin(p)

3. Matrix Zerlegung

4. Fixpunktiteration

1.4. Determinante von A € K" *": det(A) = |A|

det <A Q) = det (A B> = det(A) - det(D)
Cc D 0 D - -

e . iz s
1. Niitzliches Wissen ¢'* = COS( ) + i- SIH(L) Hat A 2 linear abhing. Zeilen/Spalten = |A| = 0
n
i : - q 3 Troo _ 1) g 93
1.1. Sinus, Cosinus s1n2(x) 4 a2 (:E) -1 Entwicklung. n. iter Zeile: |A| = lgl( 1) a;j |é”|
=i

T 0 /6| w/4 | w/3 1%‘” 27 Inverse 2 X 2 a b _ 1 d —b

" 0° | 30° | 45° | 60° 180° 270° | 360° c d ad=be |_c g

sin | o 2| L | 8 0 = 0 3

\35 \{5 ,;, 1.5. Exponentialfunktion und Logarithmus e® = ¢2™ =1
1 o == & 0 =il 0 1 3 3

= \Zf V2 2 a® = e¥lna logaaczm—g Inze<z-1
tan 0 TS 1 V3 +oo 0 Foo 0 In(z?) = aln(z) In(£)=Inz —Ina log(1) =0
Additionstheoreme Stammfunktionen

cos(z — §) =sinz [ @ cos(z) do = cos(z) + x sin(x) 1.6. Reihen

sin(x + Z) = cosx x sin(x dz—sinz — x cos(x oo oo 1 oo

-( 3) I (@) (=) (=) £ 1 g lalst 1 22t _n

sin 2z = 2sinz cos T fsm (z) dz = (z — sin(z) cos(x)) ne1 ® n=o 1-q n—o ™

cos2x = 2cos?x — 1 [ cos (z) dz = (a? + sin(z) Cos(z)) Harmonische Reihe Geometrische Reihe Exponentialreihe

sin(z) = tan(z) cos(z) [ cos(x)sin(z) = — 1 cos?(z)

Sinus/Cosinus Hyperbolicus sinh, cosh

2. Grundlagen der Numerik

Begriffe:

Numerik liefert zahlenmé&Bige Losung eines Prob. mit Algo

Kondition Ein MaB wie stark sich Eingabefehler auf die Ausgabe
auswirken. k = Hgﬁ” — £ (x)]

f(z) Mathematisches Problem f mit exakter Eingabe =

f_(i) Numerischer Algorithmus f_ mit gerundeter Eingabe &

3.1. LR-Zerlegung von Matrizen (Lower and Upper)
Geeignetes Losungsverfahren fir Az = b, falls n < 500
A =L -R mit R ist obere Dreiecksmatrix

GauBverfahren durch Matrixmultiplikaiton

Zerlegen des Problems Axz = b in das Problem L(Rz) = b mit
A = LR bzw. Ly = Pb (mit Pivotisierung)
Zerlegungsmatrix (fiir 2 X 2):

E ]

b

¢, | = A" mit den Eliminations-
- c d — b -

n el e

aik B. c

faktoren I;;, =

Fiir jede Spalte der unteren Drelecksmatnx wiederholen.
Fiir eine 3 X 3 Matrix briuchte man 2 Durchliufe, da 3 Spalten
Elimationsfaktoren bestimmt werden miissen.
e R =triu(A*)
(obere Dreiecksmatrix von A*, inkl. Diagonalelemente)
o L=til(A%, —1)+1
(untere Dreiecksmatrix mit len auf der Diagonale.
e Vorwirtseinsetzen: Ly = b bzw. Ly = Pb (mit Pivotisierung)
(Lose nach y) - o
o Riickwirtseinsetzen: R = y

(L8se nach x)

3.1.1 Pivotisierung (Spaltenpivotsuche)

Permutationsmatrix .ET = 13_1 vertauscht Zeilen, damit LR Zerlegung
bei 0 Eintragen maglich ist. Tausche so, dass man durch die betragsmaBig

groBte Zahl dividiert (Pivoelement)

Nullstellenproblem f(z) = 0

Fixpunktproblem ¢ (z mit p(z) = g(z) f(z) + =

Rekursive Lésung:

MATLAB: x=s; for k=
4.1. Konvergenz von lterationsverfahren
Falls (z ) mitzg = sund x4 1 = @(x}) dann ist der Grenzwert von
(k) ein Fixpunkt von ¢, dennz = lim ¢(zg) = ¢( lim zp) =
k— oo k— oo
#(x)
Fehler e, = |z, — x4
Libschitzstetig: 3L < oo : || f(a) —
Stabiler Fixpunkt bei: [¢/] < 1
Globaler Konvergenzsatz von Banach fiir o : D — R™
Falls
e D C R™ ist abgeschlossen (Bspl: bei D € [0, 1])
e f(D) C D (Selbstabbildung)
e 3L = sup o' (z)]| <1
zeD

:n; x=phi(x); end

F®I < Lila— bl

(Kontraktion)

Dann konvergiert ¢ Vxg € D eindeutig gegen x . und es gilt folgende

Fehlerabschatzung:
k
o A-Priori: ok — x| < 1L llzy — oll <

® A-posteriori: ||z — x«| < ﬁ [|lzr — @p_1]|

; S c(1-L)

e Fiir Genauigkeit €: k& > In (7“11710“ ) /1In(L)

Lokale Konvergenz: ¢([a,b]) C [a,b] A |¢'([a,b])] <1
Lokale Konvergenz ohne Norm: Falls max A; < 1 mit A; is EWvon J,

3.2. QR-ZerIegung
A=QRmitQ '=QT

Verfahren: Housholder (numerisch stabil) ,

on.
EZF

Gram-Schmidt, Givens Rotati-

EZF

sinhz = %(ew — e~ ?) = —i sin(iz) cosh?z —sinh? z = 1
coshz = %(em + e~ %) = cos(iz) coshz + sinhz = e®
li 4 _ sin(=) _ sin(raz)
Karc si(z) = szI genormt: sinc(z) = %
1.2. Integrale [¢* dz = e” = ()’
Partielle I: [ uw’ = vw— [ v w = w(b)u(b) —w(a)u(a) 7f£ u’w
Substitution: [ f(g(z))g’(z)dz = [ f(t)dt
F(z) f(@) f(x)
%Jem]lq + 1gat! z? qrd—1
6[.1em]2\/a:t33 vaz 6[.1em]a2vaz
zln(az) — x In(ax) —
fgeaz(ax - 1) z - e” e?®(ax + 1)
% a® a® In(a)
— cos(x) sin(x) cos(zx)
cosh(x) sinh(x) cosh(x)
— In | cos(z)| tan(x) ﬁ[.lem]lcosz(x)

[ e sin(bt) dt — e a sin(bt)+b cos(bt)

2.1. Zahlen und Arithmetik im Rechner

Gleitkommazahlen nach IEEE 754: Wert = (—1)% - 27127 . 1.
s € {71; 1}: Vorzeichen, e € Z: Exponent, f € N: Mantisse

Anzahl der Maschinenzahlen [M| = 2a(b — 1)b* =% + 1

Maschinengenauigkeit (Abstand von 1 zur nichst gréBeren Zahl)
In MATLAB: 64bit :eps ~ 2% 10716 32bit:eps ~ 11077
while 1+var>1; var=var/2; end; maschgen=var*2

var=1;

2.2. Kondition:

ke (@ = |7 @] () = LIy a=r| - pa

Nichtlin. GL.: £(2) =01 f € C = kaps = || (£ @) 7|

A HA HHA=R=A=H'H'R
Aufgabe Finde Vektor v der Senkrecht auf H steht.

Q/R Zerlegung fiir A € R™X™

Setze a = s, (erste Spalte) und v = a + sgn(ay) [la| e;
Konstruiere die Householder Transformationsmatrix mit
H,=En 2 vy

v Y
Erhalte die Matrix H ,, A die in der ersten Spalte bis auf das Element
a11 nur Nullen enthalt
Setze Q1 = H,,
Wende den gleichen Algorithmus auf die Untermatrix A™ (HyA
ohne erste Zeile und Spalte) an.
® Setze anschlieBend Q2 = H ,, und fiille mit erweitere mit E,, (d.h.

erste Zeile und Spalte die von E,;,)

aZ+b e Nach p = min{m -1, n} Schritten: H,, A* ist obere Dreiecks-

I dt at+b [t2e‘“ dt = (az—1)2 41 eat || Falls ke < 100: gute Konditionierung. Priife noch ob det(A) # 0! matrix — Disco, disco, party, party ;)
Vatib a J =3 e B (ol (B e (T L
Fppat at—1 at P az? 1 _ax? h g9 f O Ser: it mltg - 91 91) IStQ A=
[te?dt = tge [ xe dz = 55 e Verkettung h = g(f(z)) rgps(z) = wi (f(2))r] (z) e R=Q, Qi +A
9 o Anwendungen
1.3. Wichtige Formeln 2.3. Fehler . .
o< Lésen von LGSen mit der QR Zerlegung Bestimme a durch
Dreiecksungleichung: [lz| = |yl| < |z £ y| < |=| + |yl . . |‘f(w)7f(w)” Riickwirtssubsitution aus Rz = Q ' b
. T Absolut: Hf(:c) — f(x)” Relativ: B ) -~

Cauchy-Schwarz-Ungleichung: ’g . g‘ <zl - llyll 7 (=

Bernoulli-Ungleichung: (1+z)" >1+nz

- : 2 n(n+1)
Aritmetrische Summenformel > k= —5
k=1
a © k 7q"+1
Geometrische Summenformel > ¢ = T

L=

>3

N—0O
Il

Binomialkoeffizient

= =T

|22 = z2* = 22 + 32

2.4. Stabilitat
Vee X AN Z:

152l = O(ep,0)

i) -rio)]
B - flz)—f(@) _
Vorwirtsstabil: I F e O(éb,t)

Riickwartsstabil: Vo € X : f(z) = f(&)

Horna-Schema fiir Polynome: (...((an)z+an—1)z+...+a1)z+ag

A lung in der linearen Ausgleichsrechnung
stes)

(Minimierung d. Re-

Losen der Normalengleichung éTég = éTQ

® Bestimme eine reduzierte QR-Zerlegung
A= QR mit Q € R™X" R € R"X"

e Lose Ijg = Q77

lo - 4z|* = @7 @ - 42)|” = |& - Ba|” +1cl? > ||

5. Iterative Ndherungsverfahren

Problemstellung
Schreibe Az = b in ein Fixpunktproblem um:

Finde A = M — N mit M ist invertierbar, = (M — N)z =b

$()=M 'Ne+M 'b=Tz+C

Fiir jedes x¢o € R™ konvergent, falls Spektralradius p(Mfll,g) <1

Je kleiner der Spektralradius von Mflﬂl\l desto bessere Konvergenz.

A=M-N Systemmatrix

D Diagonalmatrix diag(diag(A))

L negative linke untere Dreiecksmatrix
R negative rechte obere Dreiecksmatrix

Wichtige Begriffe

Diagonaldominante Matrix: Diagonalelemente sind gréBer als die restli-
chen Elemente der selben Zeile: [a;;| > 37, a;;| mit j # 4
Spektralradius p(A) einer Matrix A: BetragsmiBig groBter Eigenwert.

Konvergenzbeweis aller Verfahren: Gershgorinkreise um die Null mit » <
1

5.1. Jacobiverfahren
Konvergiert Vo € R", falls A strikt diagonaldominant.
zy=s€R" A=D-(L+R)

Lo+ (L+B)-zy)
Yoo - X
T

=1

zpq = d(zy) =D

Komponentenweise: &, | | = (a;; A"*ij“”k,j)i
i

function R = cholesky(A) %0:

[m,n]=size(A);

if m"=n, error(’A muss quadratisch sein.’);

R=zeros(n); R(1,1)=sqrt(A(1,1));

if n==1 return; end R(1,2: n) A(l 2:n)/R(1,1); R(2:n+>
,2:n)=cholesky ( A(2 n,2:n) - R(1,2: n)’*R<—>
(1,2:n) DB

1/3*n"3+1/2%n"2+1/6*n

end

end
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5.2. GauB-Seidel Verfahren

Unterschied zu Jacobi: Komponentenweise Berechnung von & mit bereits

iterierten Werten. (Kiirzere Iterationszyklen)

Konvergenz: A ist strikt diagonaldominant oder A ist positiv definint.

Komponentenweise Darstellung:

i—1 n
k41 -1 k41 k
gs + ):aii b; — E aijacg ) 2 aijx(. )
j=1

J
j=i+1

Matrixdarstellung:

’ 2% = (D - 1)7' . (Re™ +b) ‘

MtA=(D-L)-R 2., =Nb+Mz,,

n

7. Optimierung

Problemstellung
: X CRY R
Zielfunktion Zuldssigkeitsbereich
gesucht: min f = max — f
Vf(z*) = 0und Ef(g*) pos. definit. (Numerische Katastrophe)

5.3. SOR (Successive Over-Relaxation) Verfahren
Konvergenz: fiir 0 < w < 2 und positiv definites A

(new) _

it
’ " wzéil) + (1 —w)zy,

Bestimme w so, dass die Konvergenz besser wird: wopt = ﬁ

Matrixdarstellung:

Tpi1 =An—wD L) ((1-w)lp+wD ' Rz, +w(l, —

wD™'L)"'D™'b
A=-¢p-0- (& -1D+R)
Komponentendarstellung:
k+1 -1 =il k+1
T +1 _ wa;; gi = 'Zl a;; I; )
i=

(k)

w)w;

= Z+1 aiﬂﬁ”) Fl=

j=1

7.1. Abstiegsverfahren / Gradientenverfahren
Konvergenz: linear

Abstiegsverfahren

® Bestimme Abstiegsrichtung v, : V f(z)v, <0
Gradientenverfahren: v, = —V f(a;,)

8.2. harmonische Funktionen u, v
w bzw. v sind harmonisch, falls gilt:
Au = Oggu+ Oyyu =0 Av = 0zgv + Oyyv =0

oder falls f(z) = u + iv holomorph ist; denn mit Satz von Schwarz:
Au = Oyzv — Ogyv =0 Av=—0yzu+ Ogyu =0

Bestimmung der harmonischen Konjugierten

e geg: harm. Fkt. u : G — R, (=, y) — u(x,y)

ges: harm. Fkt. v : G — R,(z,y) — v(z,y) so, dass
f:G =V, f(z) =u(z,y) +iv(z,y)

v(x,y) = [ ugz dy mit Integrationskonstante g(x)

vy = —uy = g’ (z)

g(z) = [ ¢’ (z) dz = v bis auf Konstante C' bestimmt
zugehérige holomorphe Fkt. f(z) = u(z, y) + iv(z, y)

® Bestimme Schrittweite by, : f(z), + hpvy) < f(x;)
Armijo: max hy € {1, %, i, é, }
f@y, + hrwy) < f(@r) + by Vi) v, v €0, 1]
® Setzex; .| =z, + hpvy
® Abbruch, falls ; approximativ stationar ist.

7.2. Das lokale Newton-Optimierungsverfahren

8.3. Mébiustransformation C = C U{oo}
Einzige bijektive, holomorphe, konforme Abbildung von € auf sich selbst.
FioN{-£} > Cc\{-2}, f(=) = 2=£8 ad — be # 0

=il _ dw-—b
F(w) = =ra

Geg: f € C2, Ges: &* : Vf(z*) =0

lokales Newton-Optimierungsverfahren

Wihle Startpunkt g € R4

Falls V f(xz)) = 0 — Stop: Ergebnis xj,

Bestimme v, durch I6sen von H ¢ (z)v, = —V f(zy)
Setze Ty =2+

6. Nichtlineare Gleichungen

Problemstellung

Gegeben nichtlineare, stetige Funktion
f:lao, bo]l = R, f(ag) - f(bo) <O

6.1. Bisektionsverfahren

Globale, lineare Konvergenz mit 2™ — xy,

| < #(bo — ao)

Bisektionsverfahren

oz, = 3(ap + by)

apy1 = ag, bgp1 = falls fag)f(zg) <O
g1 = Ty, bppy =by , sonst
® Abbruch falls |bj, — aj| < e oder maxiter erreicht

7.3. Das globale Newton-Optimierungsverfahren
Geg: f € C?, Ges: z* : Vf(z*) =0

globales Newton-Optimierungsverfahren

8.4. Komplexes Kurvenintegral
fir D C C Gebiet, f : D — C stetig, v : [t1,t2] — stetig diffbar
orientierte Kurve.

So brechnet man ein komplexes Kurvenintegral

® Bestimme Parametrisierung von v = v + ...
o Stelle Inegrale auf

by
Iy, £(z)dz = f F(vi(®) - Ai(t)dt

Falls f holomorph: f_y f(z)dz = F(~(b)) — F(v(a))
e Berechne die Integrale und addiere:

h
[F(z)dz= 3 [, f(=)d=
- i=1 e

8.8. Taylorreihe und Laurentreihe
Taylorreihe: falls f holomorph:

oo (k
1=y L2060t

k=0

Laurentreihe: Falls f nicht holomorph ist.

oo

S en(z— z0)"

k=—o0

)
zerfllt in > djw® mit dy = c_j, und w = —L— (Hauptteil) und
k=1

z—2zQ

§ ci(z — 20)" (Nebenteil)

K;nvergenz falls Hauptteil und Nebenteil konvergiert.
Kk

k| € 0, 00]

Resiudensatz: Resz f = c_1 = ﬁ ¢ f(z)dz

Konvergenzradien: R = lim ‘

Aligemeiner Residuensatz G Gebiet: f : G\ {z1,...,2n} — C
hol.
V doppelpunktfrei, geschlossene und pos. orientierte Kurven ~ mit
Z1,...2n liegen im Inneren von ~:
ﬁy f(z)dz = 27X} Reszy f
—1)
g _ 90 9(z)  _ g(m7 V(=)
Reszgp = R’ (z0) Reszg z—zg)™ = = (m—D)1
’

ReszOg% = mg(zg) m : Ordnung der Polstelle

9. MATLAB

® Bestimme v, durch IGsen von ﬂf(gk)gk = —Vf(zy)

Falls Vf(gk)Tgk < 0 — Newtonschritt

Falls Vf(gk)-ryk & 0 — Gradientenverfahren mit Armijo
® Setzex; | | = ) + vy

Abbruch, -ffalls @, approximativ stationdr ist.

8.5. Cauchy-Integralformel

(falls Unstetigkeitsstelle auf Gebiet G') Falls v geschl. doppelpunktfreie
Kurve in einfach zsh. Gebiet G' mit holomorphen Fkt. f, gilt fiir jedes
zg € G

8. Funktionentheorie (Komplexe Funktionen)

1 (=)
z = — —— d=z
f(zo0) /

27i Jy z — 29

6.2. Newton-Raphson-Verfahren

Funktion durch Gerade anndhern und Nullstelle bestimmen. An dieser

Stelle den Vorgang wiederholen. Nur geeignet fiir einfache Nullstellen.

3 Umgebung U mit f/(z) # OVz € U
_ f@)
(=)

T4l = T

Lpp1 = T — Jil(ﬁk)i(ﬂk)

MATLAB:
z=a—Jg\f

Abbruchkriterium: ||z, — z*|| < [|Az|| + c||z), — 2*||

Konvergenz: Startwerte in Bereiche von

FP und 0-Stellen einteilen,

Grenzen testen, Ableitung sagt zu welcher Grenze es Konvergiert.

6.2.1 Vereinfachtes Newtonverfahren
Man benutzt die Jacobimatrix iiber mehrer

Bemerkungen: Es gibt keine Existenz und Eindeutigkeitsaussage zur

Ldsbarkeit des Nullstellenproblems

Iterationen.

8.1. analytische (holomorphe, reguldre) Funktionen f
Eine Funktion f ist

analytisch/holomorph falls f in G komplex differenzierbar ist.
ganz falls f in ganz C komplex differenzierbar ist.
konform falls Kurven Winkel- und Orientierungstreu bleib

f ist genau dann holomorph, falls f(z + yi) = u(z, y) + iv(z, y) und
e wu, v sind stetig partiell diffbar

F*)(z0) = 4 £ (szzi)z))k+1 d=

8.6. Integralsatz von Cauchy

Falls keine Unstetigkeitsstelle innerhalb der Kurve ~

f : G — C komplex diffbar auf offenem, einfach zusammenhingendem
Gebiet G C C. ~ sei einfach geschlossene Kurve in G (keine Doppel-
punkte).

¢ f(z)dz =0

B4

e Cauchy-Riemann DGLs sind erfiillt (mit f(z) = f1(2) + if2(2)):
01f1(2) = 02f2(2) 01 f2(2) = —092f1(2)

Holomorph: exp, sin, cosh, Polynome, f + g, fg, %, f(a)

9f1
Iz = |33

R

of1
e
Of2
dao

function [x,n]=bisektion (f,a,b,TOL) fa=feval(f,a);
fb=feval(f,b);

8.7. Singularititen

Isolierte Singularitit zg:  f : G \ {20} — C (einzelne Punkte)
Hebbare Sing., falls f auf punktierter Umgebung beschrinkt ist.
Pol mter Ordnung: (z — z,)"" f(z) ist hebbar in zg
Wesentliche Singularitit: Sonst.

; x=a; return; end
; x=b; return; end
if fa*fb>0; error(’sgn(f(a)) == sgn(f(b))’);
if a>b; error(’a>b, leeres Intervall’); end
while b-a>TOL

x=a+0.5%(b-a);

fm=feval (f,x);

if fm==0; break; end

if faxfm>0, a=x;

fa=fm; else, b=x;

fb=fm; end

n=n+1;

end

%0: 2%n°2 im k-ten Schritt, falls A vollbesetzt
function [x,N] = gauss_seidel(A,b,delta) x=b;
N=0

for i=1:200
x=tril (A)\(b-triu(A,1) *x);
=N+1;

if norm(b-A*x)<delta
return; en
end
error (’Keine Konverg. nach 200 Iterationen’); end

%4Aufwand: 2*n°2(m-n/3) = 0(n~3)
%Anwendung: [Q,R] = qr(A); x = R\(Q’*b);
function A = QRhouseholder (A)
[m,n] size(A);
for k = 1:min(m-1,n)
v = A(k:end,k);
na = norm(v);
if v(1) >= 0, s = 1;
else, s = -1; end;
v(1) = v(1) + s*na;
v = [1; v(2:end)/v(1)];
A(k:end,k+1:end) = A(k:end,k+1:end) -
(2/(v’>xv)*v)*x(v’*A(k:end,k+l:end));
A(k,k) = -s*na;
A(k+l:end,k) = v(2:end);
end

%Aufwand: 2/3%n"3 + 1/2%n°2 - 1/6%n

%Anwendung (integriert): [L,R,P] = 1lu(A);

function A = LR(A) [n,"] = size(A);

if ~all(size(A) == n), error (’A muss quadratisch <«
sein.’); end

for k = 1:n

I = k+1l:n;
A(I,k) = A(I,k)/A(k,k);
ACI,I) = A(I,I) - A(I,k)*A(k,I);
end
function [x,k] = newton(f,Df,x,maxit,TOL)

for k=1:maxit
x_alt = x; x = x - £(x)/Df(x);
fprintf(’%1.15e\n’,x)
if norm(x-x_alt) < TOL, break; end
end

function [A,p] = LR_pivot(A)
[n,m] = size(A); p = 1:n;
i - error (’A muss quadratisch sein.’); end

in
= max(abs(A(p(k:n),k))); j = j + (k-1);

p(lk,j1) p(Lj,k1);
= k*i:in;
A(p(I),k) = A(p(I),k)/A(p(k),k);
A(p(I),I) = A(p(I),I) - A(p(I),k)*A(p(k),I);
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