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Hoéhere Mathematik 4

1. Niitzliches Wissen ¢'* = cos(z) + i - sin(z)

3. Matrix Zerlegung

4. Fixpunktiteration

1.1 Sinus, Cosinus

sin?(z) + cos?(z) = 1

i=+—1 |z|?2 = zz* =22 + 42
i 3.1 LR-Zerlegung von Matrizen (Lower and Upper Nullstellenproblem f(z) = 0

O [REiED . . GBI . ( pper) Fixpunktproblem ¢ (z) mit ¢(z) = g(x)f(z) + =

oo oo oo Geeignetes Losungsverfahren fiir Az = b, falls n < 500

1 nlal<l 4 2" z AR =5 ) o

X g oo > q = 14 > Er=e A =L -R mitR ist obere Dreiecksmatrix Rekursive Losung:

n=1 n=0 n=0
Harmonische Reihe Geometrische Reihe Exponentialreihe GauBverfahren durch Matrixmultiplikaiton Bspz' —2—2 z=YzF2,z=a’ —2

® Zerlegen des Problems Az = b in das Problem L(Rxz) = b mit MATLAB: x=s; for k=1:n; x=phi(x); end

1.6 Wichtige Formeln

T 0 /6 | w/4 | w/3 %7\' ™ 1%71' 27
© @® 30° 45° 60° 90° 180° A 360°
i 1 1 V3
sin 0 3 el 5 1 0 -1 0
3 V3 1 1
cos 1 5 el 3 0 =il 0 1
tan 0 % 1 V3 +oo 0 Foo 0
Additionstheoreme Stammfunktionen
cos(z — §) =sinz [ @ cos(x) do = cos(zx) + x sin(x)

sin(z + §) = cosx
sin 2z = 2sinx cos

cos2z = 2cos?x — 1

[ @ sin(z) de = sin(z) — = cos(x)
[sin?(z) de = %(x — sin(z) cos(z))
fcosz(x) dz = %(:c + sin(z) cos(z))

Dreiecksungleichung: [lz] = lyl| < |z £ y| < |=| + |yl
T
2" y| < el lyll

(14+z)" >1+nz

Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Bernoulli-Ungleichung:

k3
Aritmetrische Summenformel > k= %

k=1

n _an+1
Geometrische Summenformel > gk = 11%{1

k=0

q 3 . n\ _ n — n!

Binomialkoeffizient (k) = (n—k) = B (n—Fk)!

2. Grundlagen der Numerik

Begriffe:

Numerik liefert eine zahlenmiBige Losung eines Problems mit
einem Algorithmus.

Kondition Ein MaB wie stark sich Eingabefehler auf die Ausgabe
auswirken. Kk = ”gi“ — | (z)]

f(z) Mathematisches Problem f mit exakter Eingabe =

f(&@) Numerischer Algorithmus f mit gerundeter Eingabe &

A = LR bzw. Ly = Pb (mit Pivotisierung)

Zerlegungsmatrix (fiir 2 X 2):
b

R IR

a5 2B ¢

A= B = A™ mit den Eliminations-

&
a

N en e

a
Fiir jede Spalte de’rclfmteren Dreiecksmatrix wiederholen.
Fiir eine 3 X 3 Matrix briuchte man 2 Durchlidufe, da 3 Spalten
Elimationsfaktoren bestimmt werden miissen.
R = triu(A*)
(obere Dreiecksmatrix von é* inkl. Diagonalelemente)
L =til(A%, 1) +1
(untere Dreiecksmatrix mit len auf der Diagonale.
Vorwirtseinsetzen: Ly = b bzw. Ly = Pb (mit Pivotisierung)
(L8se nach y) - -
e Riickwirtseinsetzen: Rz = y

faktoren l;}, =

(Lose nach x)

3.1.1 Pivotisierung (Spaltenpivotsuche)

Permutationsmatrix IBT = 1371 vertauscht Zeilen, damit LR Zerlegung

bei 0 Eintragen mdoglich ist. Tausche so, dass man durch die betragsmaBig
groBte Zahl dividiert (Pivoelement)

2.1 Zahlen und Arithmetik im Rechner

Gleitkommazahlen nach IEEE 754: Wert = (—1)° - GR=1 1.f
s € {—1; 1}: Vorzeichen, e € Z: Exponent, f € N: Mantisse

Gleitpunktzahlen:

Gp,t = { € Gp,¢ | €min < emax} U {00, NaN}
Maschinenzahlen:

Mp,t,e = {xEGb,t}emin <5Semax}u{i007NaN}

s3T5 €min>€max =
Anzahl der Maschinenzahlen M| = 2a(b — 1)bt_1 41
Maschinengenauigkeit €5 ¢ = p—(t=1)

In MATLAB: €3 53 ~ 2 x 10716 Runden: fl;, ¢ (x)

sin(x) = tan(z) cos(z) [ cos(z)sin(z) = —% cos?(z)
Sinus/Cosinus Hyperbolicus sinh, cosh
sinhz = %(em — e~ ®) = —i sin(iz) cosh?z — sinh? 2z = 1
coshz = %(e“c + e %) = cos(iz) coshx + sinhz = e®
Kardinalsinus si(x) = Siniz) genormt: sinc(x) = %
1.2 Integrale [e” dz = e” = (e®)’
Partielle Integration: [ uw’ = uw — [u/w
Substitution: [ f(g(z))g’(z)dx = [ f(t)dt
F(z) f(z) 1)
1 a+1 q q—1
Pl z qz
3 a
Naz Vaz 2Vaw
zln(az) — = In(azx) e
a%eq‘m(az —1) z - e®” e?®(azx + 1)
z ’
I:W a® a® In(a)
— cos(x) sin(z) cos(x)
cosh(x) sinh(x) cosh(zx)
1
—In | cos ta —
| cos(a)| n(@) e
t _ pat asin(bt)+bcos(bt)
[ et sin(bt) dt = e® %

- dt  _ 2\/atfb 2 at g, _ (az=1)241 a¢
/ Jattb = e It 8a2dt—u7326a
[ tedt dt = aflfleat [ e da = e
1.3 Exponentialfunktion und Logarithmus

1 1
a® =T log, z = 1n% Inz<z-—1
In(z*) = aln(z) In(£)=Inz—Ina log(1l) =0

2.2 Kondition:

, £ (@)=
Kabs(T) = |f (T)‘ el () = %

Falls ke < 100: gute Konditionierung

Verkettung h = g(f(z))  rl () = % (F(2)r] ()

1.4 Determinante von A € K™"*": det(A) = |A|

det 4 2 = det
C D

¢ )

Hat A 2 linear abhing. Zeilen/Spalten = |A| =0

Entwicklung. n. iter Zeile:

a
Inverse 2 X 2:
c

(A

d —b

_1
ad—be |_. a

. . .
= AZI(,l)erJ “agj -
i=

o] 7t
°l =

= det(A) - det(D)

[Aijl

)

2.3 Fehler

Relativ: @) ()

Absolut: || F(2) — £ (o) TP

2.4 Stabilitat

Vee X AN Z: 7Hﬂ;f” = O(ep.t)
e, F—7@]
Vorwirtsstabil: TFer = (Eb,t)

Riickwartsstabil: Vo € X : f(z) = f(&)

Horna-Schema fiir Polynome: (...((an)z+apn—_1)z+...+a1)z+ag

3.2 QR-Zerlegung

A=QRnmitQ '=QT
Verfahren: Housholder (numerisch stabil) , Gram-Schmidt, Givens Rotati-

on.
APEZL ga P25 AHA=R=A=H H'R
Aufgabe: Finde Vektor v der Senkrecht auf H steht.

Q/R Zerlegung fiir A € R"™X™

® Setze a = s, (erste Spalte) und v = a + sgn(a1) ||all e;

Konstruiere die Householder Transformationsmatrix mit

H, =E,, —

Lv Zm ' yv

Erhalte die Matrix H ,, A die in der ersten Spalte bis auf das Element

a1 nur Nullen enthilt

® Setze Q1 = H,,

e Wende den gleichen Algorithmus auf die Untermatrix A* (H,A
ohne erste Zeile und Spalte) an.

® Setze anschlieBend Q2 = H ,, und fiille mit erweitere mit E,,, (d.h.

erste Zeile und Spalte die von E,;,)

e Nach p = min{m — 1,n} Schritten: H, A* ist obere Dreiecks-
matrix — Disco, disco, party, party ;)

e Somitistmit Q7 = Qp---Q1istQT A=Rund A= QR

Anwendungen
Losen von LGSen mit der QR Zerlegung Bestimme z durch

Riickwartssubsitution aus Rx = QTQ

Anwendung in der linearen Ausgleichsrechnung (Minimierung d. Re-
stes)
Problem: AT Az = ATbmit A € R™*™ und b € R™

Losen der Normalengleichung

o Bestim[ne. eine rgduzierte QR—Z.erIegung
A=QRmitQ e R™*" R eR"*"

o Lose 13; = QTQ

o ael =[a" @~ a0 = s~ &l + s = [<]

4.1 Konvergenz von lterationsverfahren
Falls (z ) mitzg = sund 1 = ¢(xy) dann ist der Grenzwert von
(g )k ein Fixpunkt von ¢, denn z = lim ¢(xg) = ¢( lim zp) =
k— oo k— oo

$(x)
Fehler e, = o) — @« |
Libschitzstetig: 3L < oo : || f(a) — f(b)|| < L |la — b||
Globaler Konvergenzsatz von Banach fiir ¢ : D — R™
Falls

e D C R™ ist abgeschlossen

e f(D) C D (Selbstabbildung)

e 3L = sup ||¢’(z)|]| <1 (Kontraktion)

€D

Dann konvergiert ¢ Yz € D eindeutig gegen =, und es gilt folgende
Fehlerabschatzung:

et k
o A-Prioris [l — @l < £ o1 — @0l < e
e A-posteriori: ||z, — xx | < ﬁ H:vk = xk—lH
. o0 e By S ( e(1-L) )
e Fiir Genauigkeit e: k > In Ter==zol /In(L)

Lokale Konvergenz: ¢([a,b]) C [a,b] A |¢'([a,b])] <1
Lokale Konvergenz ohne Norm: Falls max A; < 1 mit A; is EWvon J

5. Iterative Ndherungsverfahren

Problemstellung
Schreibe Az = b in ein Fixpunktproblem um:

Finde A = M — N mit M ist invertierbar, = (M — N)z =b

$z)=M 'Ne+M 'b=Tz+C

Fiir jedes zo € R" konvergent, falls Spektralradius p(Mflﬁ) <1

Je kleiner der Spektralradius von M71N desto bessere Konvergenz.

A=M-N Systemmatrix

D Diagonalmatrix diag(diag(A))

L negative linke untere Dreiecksmatrix
R negative rechte obere Dreiecksmatrix

Wichtige Begriffe

Diagonaldominante Matrix: Diagonalelemente sind gréBer als die restli-
chen Elemente der selben Zeile: |a;;| > 30, |a;;| mit j # 4
Spektralradius p(A) einer Matrix A: BetragsmiBig groBter Eigenwert.
Konvergenzbeweis aller Verfahren: Gershgorinkreise um die Null mit » <
1

5.1 Jacobiverfahren

Konvergiert Vo € R™, falls A strikt diagonaldominant.
z,=s€R" M=D N=L+B=D-4

2y =o(@,) =D - (D-A) -z, + D 'b

DY

J=1,j#i

Komponentenweise: Ty = (a;l(bi — ai’jgpk’j)i
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5.2 GauB-Seidel Verfahren
Unterschied zu Jacobi: Komponentenweise Berechnung von @ mit bereits
iterierten Werten. (Kiirzere lterationszyklen)

Konvergenz: A ist strikt diagonaldominant oder A ist positiv definint.
Komponentenweise Darstellung:

Gk n
QEkJrl) =aj; <bi -3 aiij_kﬂ) -3 aiﬂ;k))

j=1 j=i+1

Matrixdarstellung:

‘@(’““) =@-L)"" (Bz® +b) ‘

Mt M =(D-L) N=R

7. Numerik gewdéhnlicher DGL

to

z(t) = f(t,z(t)), =z(to) ==zo Samples h = %
Vorgehen: Finde diskrete Werte z[t;] anstatt Niherungsfunktion
z = x(t)

5.3 SOR Verfahren
Konvergenz: fiir 0 < w < 2 und positiv definites A

(alt)

(new) _
WL L1

LTt =

+(1 - w)zy,

Bestimme w so, dass die Konvergenz besser wird: wopt = ﬁ

Matrixdarstellung:
Zp1 = An—wD L) TH (A~ w)ln +wD T Rz +w(ln —
wg—lé)—lg—lh
a=¢p-0- (& -1B+R)
Komponentendarstellung:
k41 -1 = k41 o k
:ci‘*' = wa;; (Q1 = Z ai]'x; ) _ v E aijl'; ) +(1-—
j=1 j=i+1

w)asgk)

7.1 Einzelschrittverfahren

Def: Man erhdlt x4 1 aus zp

Eulersches Polygonzugverfahren: 31 = x5 + h - f(tg, z3)
Mittelpunktregel (implizit):

thd1tte Tpp1tTg )
2 T 2

Tpr1 =z +h f( , 3
Implizites Eulerverfahren (rekursiv): xj, 41 =z +h- f(tgy1, Tp41)

Mit verkleinern der Schrittweite wird die Genauigkeit der
nicht unbedingt besser (Schrittweitensteuerung)
Mehrschrittverfahren: Man erhélt xp 41 aus g, xp_1,...21

Losung

9.3 Das globale Newton-Optimierungsverfahren
Geg: f € C2, Ges: 2* : Vf(z*) =0

globales Newton-Optimierungsverfahren

® Bestimme v, durch Iésen von H ¢ (z)v,, = —V f(zy)
Falls V f(z,) | ), < 0 — Newtonschritt
Falls Vf(gk)-rgk & 0 — Gradientenverfahren mit Armijo
® Setze m; | = @), + v,
e Abbruch, -ffalls @, approximativ stationdr ist.

10. Funktionentheorie (Komplexe Funktionen)

8. Verfahren zum numerischen Losen von DGLs

6. Nichtlineare Gleichungen

8.1 4 Stufiges Runge-Kutta Verfahren
Einschrittverfahren fiir AWPs mit variabler Schrittweite.

0|0 0 0 0
111
@ ‘ A 3|3 0 0 0
Butcher Schema: ————— = 1| o 1 0 0
‘ bT 2 2
& 110 0 1 0
1 1 1 1
6 3 3 6

k1 = f(tn,an) kg = f(tn + &, 2pn + ko)
ky = f(tn + &, 2n + Lk1) ko= f(tn + h,zn + hk3)

Tpgp1 =T +h bk = wp + & (k1 + 2(ka + k3) + ka)

s
Fiir andere Stufenzahl(s): k; = f(tn + cih,xn +h > a;jk;)
i=1

10.1 Reelifizierung

F(z) = f@ +yi) = u(@,y) +iv(z,y)

sin(z) = sin(z) cosh(y) + icos(x) sinh(y)
cos(z) = cos(x) cosh(y) — isin(x) sinh(y)

sinh(z) = cos(y) sinh(z) + isin(y) cosh(zx)
cosh(z) = cos(y) cosh(z) + isin(y) sinh(x)

sinh(x)

10.5 Komplexes Kurvenintegral
fir D C C Gebiet, f : D — C stetig, v :
orientierte Kurve.

So brechnet man ein komplexes Kurvenintegral

[t1,t2] — stetig diffbar

o Bestimme Parametrisierung von ~y
Y=71+ -+ Y2, @i bi] = C
Stelle Inegrale auf

b;
Iy, £(z) dz = f F(vi(®) - i (t) dt

Falls f holomorph: j_y f(z) dz = F(~(b)) — F(v(a))
e Berechne die Integrale und addiere:

h
[F(z)dz= 3 [, §(=)dz
¥ a=1 7

Problemstellung

Gegeben nichtlineare, stetige Funktion
f:lag, bo] = R, f(ag) - f(bo) <O

9. Optimierung

6.1 Bisektionsverfahren

Globale, lineare Konvergenz mit |z* — x| < i(bo —ag)

Bisektionsverfahren

oz = L(ap +by)
ap+1 = ag, byy1 =z falls fag)f(zg) <O

ap41 = Tk, bpp1 = by , sonst
® Abbruch falls [by, — aj| < € oder maxiter erreicht

Problemstellung
CR? 5 R

f: X -
Zielfunktion Zuldssigkeitsbereich
gesucht: min f = max — f

Vf(z*) = 0und Hy(x™) pos. definit. (Numerische Katastrophe)

10.2 holomorphe(analytische, reguldre) Funktionen f
Eine Funktion f ist

holomorph falls f in G komplex differenzierbar ist.
ganz falls f in ganz C komplex differenzierbar ist.
konform falls Kurven Winkel- und Orientierungstreu bleiben.

f ist genau dann holomorph, falls f(z + yi) = u(z, y) +iv(z, y) und
e wu, v sind stetig partiell diffbar
e Cauchy-Riemann DGLs sind erfiillt:
Opu(z, y) = Oyv(w,y) Oyu(z,y) = —0zv(z, y)

Holomorph: exp, sin, cosh, Polynome, f + g, fg, 35, f(g)

10.6 Cauchy-Integralformel

(falls Unstetigkeitsstelle auf Gebiet G') Falls ~ geschl. doppelpunktfreie
Kurve in einfach zsh. Gebiet G mit holomorphen Fkt. f, gilt fiir jedes
zg € G

1 f(=z)
= — jtg ——d
f(zo0) P z

z—zq

1 z
79 (z0) = # 6, o az
10.7 Integralsatz von Cauchy
Falls keine Unstetigkeitsstelle innerhalb der Kurve ~
f : G — C komplex diffbar auf offenem, einfach zusammenhéngendem
Gebiet G C C. ~ sei einfach geschlossene Kurve in G (keine Doppel-
punkte).
¢ f(z)dz =0
5

10.8 Singularitdten

Isolierte Singularitdt zp:  f : G \ {20} — C (einzelne Punkte)
Hebbare Sing., falls f auf punktierter Umgebung beschrankt ist.
Pol mter Ordnung: (2 — z,)"" f(z) ist hebbar in zg
Wesentliche Singularitat: Sonst.

6.2 Newton-Raphson-Verfahren

Funktion durch Gerade anndhern und Nullstelle bestimmen. An dieser
Stelle den Vorgang wiederholen. Nur geeignet fiir einfache Nullstellen.

3 Umgebung U mit f/(z) # OVa € U

- fzk)
TR T
1 MATLAB:
£k+1:£k*2L (Ek)I(Ek) I:I*‘lf\f

Abbruchkriterium: Hﬂk — Q*H < ||Az| + ¢ Hﬂk —z* H

6.2.1 Vereinfachtes Newtonverfahren

Man benutzt die Jacobimatrix iiber mehrer Iterationen.

Bemerkungen: Es gibt keine Existenz und Eindeutigkeitsaussage zur
Lésbarkeit des Nullstellenproblems

gh gfl

z z

JIr(@) = |25  o7s
dxq dxo

9.1 Abstiegsverfahren / Gradientenverfahren
Konvergenz: linear

Abstiegsverfahren

Bestimme Abstiegsrichtung v, : V f(z))v, < 0
Gradientenverfahren: v, = —V f(z,)
® Bestimme Schrittweite b, : f(z), + hpvy) < f(zy)

Armijo: max hy € {l, %, %, é,

flay, + hywy) < Fp) + hieyV i) "o,
® Setzex) | = ) + hpvy
Abbruch, falls &, approximativ stationdr ist.

v €]0, 1]

10.3 harmonische Funktionen u, v
w bzw. v sind harmonisch, falls gilt:

Au=0gzu~+ Oyyu =0 Av = 0zgv+ Oyyv =0

oder falls f(z) = w + iv holomorph ist; denn mit Satz von Schwarz:
Au = 0yzv — Ogyv =0 Av = —=0ygu+ 9gyu =0

Bestimmung der harmonischen Konjugierten

e geg: harm. Fkt. v : G — R, (z,y) — u(z,y)

e ges: harm. Fkt. v G — R,(z,y) — v(xz,y) so, dass
FiG oV, £(2) = ulz, ) +iv(z, y)

e v(w,y) = [uy dy mit Integrationskonstante g(x)

o Uy = —uy = gl(x)

e g(z) = [g'(z) dz = v bis auf Konstante C' bestimmt

e zugehérige holomorphe Fkt. f(z) = u(z, y) + iv(z, y)

9.2 Das lokale Newton-Optimierungsverfahren
Geg: f € C2, Ges: 2* : Vf(z*) =0

lokales Newton-Optimierungsverfahren

Wihle Startpunkt zg € R4

Falls V f(xzg) = 0 — Stop: Ergebnis x,

Bestimme v durch I6sen von H ¢ (z )vy, = —V f(zy)
Setze ) 41 = Ty, + Yy

10.4 Mébiustransformation C = CU{co}

Einzige bijektive, holomorphe, konforme Abbildung von € auf sich selbst.

f:C\{—%}—»C\{—%},f(z):g:j:g ad — be # 0
Fl(w) = 4=t

10.9 Taylorreihe und Laurentreihe
Taylorreihe: falls f holomorph:

o (k)
=y L2

k=0

(z — z0)*

Laurentreihe: Falls f nicht holomorph ist.

- k
Y cx(z - zo0)
k=—oc
= k
zerfillt in 3" dpw” mitdg =c_j und w = ﬁ (Hauptteil) und
k=1
S k
> cr(z — z9)" (Nebenteil)
k=0
Konvergenz falls Hauptteil und Nebenteil konvergiert.
s ck
Konvergenzradien: R = lim e € [0, o0]

Resiudensatz: Res.j f = c_1 = ﬁ $ f(z) dz

Aligemeiner Residuensatz G Gebiet: f : G\ {z1,...,2n} — C
hol.

V doppelpunktfrei, geschlossene und pos. orientierte Kurven ~ mit
Z1,...2n liegen im Inneren von ~:

¢’Y f(z) dz = 27i 22:1 Reszkf

_ g(z) _ g™ V=)
Reszo f = m% Resz (zf(zzo))m’ = (m—1)!0

Reszog%/ = mg(zo) m : Ordnung der Polstelle
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