1 Aligemeines

Dreiecksungleichung |z +y| < || + [y

[lz] =1yl < |z —y]

Cauchy-Schwarz-Ungleichung: [z, y)| < |z - llyll
. . ul n(n+1)

Arithmetische Summenformel > k= —F

k=1

n _n+1
Geometrische Summenformel > q 1q,q

k=0
Bernoulli-Ungleichung (I14a)™ > 1+ na

n —
Binomialkoeffizient fl k! 'Lfk)'

o) = (n =1

n

(@+d)" = > (w)an—hok

Binomische Formel

Wichtige Zahlen: v/2 = 1,41421 7 = ist genau 3 e = 2,71828
m = 3,14159 divB = 42!

Fakultiten n!=1.2-3....:n o=1=1

2 Mengen

Eine Zusammenfassung wohlunterschiedener Elemente zu einer Menge
explizite Angabe: A = {1;2;3}
Angabe durch Eigenschaft: A = {n e N|0 < n < 4}

2.1 Fiir alle Mengen A,B,C gilt:

1.9CB

2. A\(BUC)=(A\B)Nn(A\C)

3.  AnB)NnC=AnN(BNCQO)
(AuUB)UC =AU (BUCQ)

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO)
AUu(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)

@={§\pez;qu}

Jede rationale Zahl ™ € Q hat ein Dezimaldarstellung.

0,2554 =: a — 2100000. — 1000. = 2554 — 25 = a(9900) =
2529 =a= 3338 = &%

3 Volistandige Induktion

Behauptung: f(n) = g(n) firng < n € N

IA: n = ng:  Zeige f(ng) = g(ng) =wahr.

1V: Behauptung gilt fiir ein beliebiges n € N (Sei f(n) =wahr)

ISsn — n+41: Zeige f(n+1) = f(n) .=g(n+1)
=wahr

4 Komplexe Zahlen

4.2 Polarkoordinaten
z = a + bi # 0 in Polarkoordinaten:
z = r(cos(p) + isin(p)) =r-e®?
+ arccos , b>0

, b<O

a2 + b2 =arg(z) =

ﬂ
Il

a
lz| = .
— arccos ( &

r

Multiplikation: z7 - zo = 71 * ra(cos(¢1 + p2) +isin(p1 + v2))
21

Division: e %(cos(gal — @2) + isin(p1 — p2))

n-te Potenz: z" = r™ . e"?1 = r" (cos(ny) + isin(ny))

n-te Wurzel: ¥z =z, = Yr (cos (%m) + isin (ijm))
k=0,1,...,n—1

Logarithmus: In(z) = In(7) + i(¢ + 2km) (Nicht eindeutig!)

Anmerkung: Addition in kartesische Koordinaten umrechnen(leichter)!

5 Funktionen

Eine Funktion f ist eine Abbildung, die jedem Element x einer Definiti-
onsmenge D genau ein Element y einer Wertemenge W zuordnet.
f:D—=>W, z— f(z):=y

Injektiv: f(z1) = f(z2) = z1 = z2

Surjektiv: Vy € W3z € D : f(z) =y

(Alle Werte aus W werden angenommen.)

Bijektiv: f ist injektiv und surjektiv = f umkehrbar.

5.1 Symmetrie einer Funktion f

Achsensymmetrie(gerade Funktion): f(—z) = f(z)
Punktsymmetrie(ungerade Funktion): f(—z) = — f(x)

Regeln fiir gerade Funktion g und ungerade Funktion u:
g1 £ 92 = g3 uy £ ug = ug
g1 92 = g3 ul - u2 = g3 191 = u3

5.2 Extrema, Monotonie und Kriimmung von f

’ i f”(ivo) < 0 — Maximum (lokal)
f(=o} =0 {f”(zo) >0 — Minimum (lokal)

() = / 0 — f (streng) Monoton steigend/fallend. = € [a, b]
>) (<)

! (x) = / S0 o f (strikt) konvex/konkav. = € [a, b]
>) (<)

5.3 Asymptoten von f
I
lip, S@

Vertikal: 3 Nullstelle a des Nenners :

Horizontal: ¢ =
£

llm f(z) = oo

1)—)0.
Polynomasymptote P(z): f(x) := ggg = P(z) + ggf;

—0

5.6 Trigonometrische Funktionen
f(t) = A-cos(wt + ¢g) = A -sin(wt + 5 + ¢0)

sin(—=z) = — sin(z) cos(—z) = cos(z)

tanxz =
cos T

sin2 x + Cos2 =1

e'® = cos(z) + i sin(x), e '® = cos(x) — i sin(z)

Additionstheoreme
cos(z + y) = coszcosy — sinxsiny

g ™
cos (177) = sinx sin <z+7> = cos T
2 2

sin (z + y) = sinzcosy + coszsiny

sin 2z = 2sinxz cosx
2

cos 2z = cos® z —sin?x = 2cos’ x — 1
z ‘ 0 ‘ /6 ‘ /4 ‘ /3 ‘ /2 ‘ T ‘ %w ‘ 27
s 1 1 3
sin 0 b 7 5 1 0 —1 0
V3 1 1
cos 1 5 el 5 0 -1 0 1
tan |O| 3 | 1 | v3 0 0
6 Matrizen
Eine Matrix ist eine Tabelle aus mathematischen Objekten. Die Matrix
A = (ai) € K™X™ hat m Zeilen mit Index i und n Spalten mit
Index j

6.1 Alligemeine Rechenregeln

Merke: Zeile vor Spalte! (Multiplikation, Indexreihenfolge, etc...)
1J)A+0=A
3) A+ B=B+ A 4) A-B # B - A (imallg.)
5Y(A+B)+C=A+ (B+C) 6)A(A+B)=IA+AB

Multiplikation von A € K™ X" und B € K"*X™: AB € K™X™

21-A=A

6.2 Transponieren

Falls A = (a;;) € K™X" giltt AT = (aj;) € KPX™

Regeln:

(A+B)T =AT + BT (A-B)T =BT . AT
(AT =xaT ATHT =4

A € K™X™ ist symmetrisch, falls A = AT (= diagbar)

A € K™ X™ ist schiefsymmetrisch, falls A = —AT

A € K™*™ ist orthogonal(Spaltenvektoren=0GB), falls:
AAT =B, AT =A"1 detA=+1

A € C™X™ ist hermitesch, falls A = ar (kmplx. konj. u. transp.)

6.3 Inverse Matrix A~1 ¢ K" X"

fiir dif invlerse Matrix A~ von A e K" X" gilt: A™1A = E,

6.5 Rang einer Matrix A

A € K™X™ mit r lin. unabhingige Zeilen und ! Nullzeilen":

Rang von A: rg(A) =m —1l=r

Vorgehensweise:

Zeilenrang (A): Bringe A auf ZSF = Zeilenrang(A) = rg(A)
Zeilenraum (A): Z 4 = Zeilen ungleich 0

Spaltenrang: Bringe Matrix auf Spaltenstufenform

Kern: ker(A) = {z € R" | Az = 0} dim(ker(A)) =n —1r
Bild: AT = EZF = Zeilen (# 0) bilden die Basis vom Bild. Die (lin.
unabhingigen) Spalten von A bilden eine Basis vom Bild.

6.6 Lineares Gleichungssystem LGS
Das LGS Az = b kurz (A|b) mit A € K™*", z € K™, b € K™ hat

m Gleichungen und n Unbekannte.

Losbarkeitskriterium:

Ein LGS (A|b) ist genau dann l8sbar, wenn: rg(A) = rg(A|b))

Die Lésung des LGS (A|b) hat dimker A = n — rg(A) frei wihlbare
Parameter.

Das homogene LGS: (A|0) hat stets die triviale Lésung O

Das LGS hat eine Lsg. wenn det A #0 — 341
Summen und Vielfache der Lésungen von (A|0) sind wieder Lésungen.

6.7 Determinante von A € K" *™: det(A) = |A]|

A 0 A B

e det (C D) = det (0 D) = det(A) - det(D)

A1 * A1 0
. .. =Xl ... Ap =

0 An *
e A=B-C = |A|l=|B|-|C
o det(A) = det(AT)
e Hat A zwei gleiche Zeilen/Spalten = |A| = 0
n s
S (=1 ay
i=1
det(AA) = A" det(A)
o Ist A invertierbar, so gilt: det(A 1) = (det(A))~!
Vertauschen von Zeilen/Spalten dndert Vorzeichen von |A|
det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA)

An

o |A] = A Entwcking. n. iter Zeile.

Vereinfachung fiir Spezialfall A € K2%2;

A= (‘; ") € K2X2 = det(4) = |A| = ad — be

7 Vektorraume

Eine nichtleere Menge V mit zwei Verkniipfungen 4 und - heiBt K-
Vektorraum iiber dem Korper K.
Linear Unabhéngig: Vektoren heiBen linear unabhangig, wenn aus:

A1 01 + Ao@a 4 ... + Ap¥n = 0 folgt, dass A\ = Ag = Ap, = 0

Eine komplexe Zahl z = a + bi, z € Ca,b € R besteht aus einem 5.4 Wichtige Satze fiir stetige Fkt. f : [a,b] — R, f — f(x) (A:l)_’r = A (AB)* — 11 (AT) 1 _ 7.1 Skalarprodukt (v, w)
Realteil ®(z) = a und einem Imaginirteil S(z) = b wobei i = /—1 . — A~ h Bilinear: (Av + v/, w) = A - (v, w) + (v/, w)
die immaginaren Einheit ist. Es gilt: 2 = —1 =1 Zwischenwertsatz: Vy € [f(a), f(b)] 3z € [a,b] : f(z) =y .

Mittelwertsatz: Falls f diffbar, dann Jaq : f'(z) = L&) =S (@) A € R™*™ ist invertierbar, falls: det(A) # 0 V rg(A) =n Symmetrisch: (v, w) = (w, v)
4.1 Kartesische Koordinaten Satz von Rolle: Falls f(a) = f(b), dann 3zg : f'(xg) = 0 Berechnen von A~ nach GauB: Positiv definit: (v,v) > 0

Regel von L'Hospital: (Falls 3 ein Grenzwert) 1 EZF _1
Rechenregeln: F(=) o o @) AA =E, = (A|lE,) — (EnlA™") Skalarprodukt beziiglich symmetrischer, quadratischer und positiv defini-
21 + 22 = (a1 +a2) + (by + ba)i xlgna 9@ [6] / [E] = J}gna g9’ () te Matrix A € R X"
z1 - zg = (a1 - ag — by - ba) + (a1 - ba + a2 - by)i (v, w) A =0T Aw

6.4 El are Zeilen/Spalt f (EZF/ESF) ' L a1l a2
Konjugiertes Element von z = a + bi: - 5.5 Polynome P(x) € R[z]y o - ) N Matrix A positiv definit falls det(a11) > 0 A det asl a2 >
z:a72bl ) i _ g—ix P(z):fo,Oaz —ana” +an 12" 4. +arz+ao AekK " hat m Zeilen z; € K™ und n Spalten s; € K" O/\..4/\dct(4)>_0 ; .
2Z = |z|* = a? +b Lésungen fiir an? +brtec=0 o Addition (A # 0): A1z1 4+ Aaze [/ A1si 4 Aoso Orthogonale Projektion p € U™ von g € V"™ auf 3~ u;:
Inverses Element Mitternachtsformel: Satz von Vieta: o Vertauschen von Zeilen/Spalten w; w; B
—1 _ _ _ b . —b+4/b2 -4 ) T . . q, =q—p

z =Z£ = 2+b2 = a2j—b2 ~ azyprt @y = - ac 21 + 29 :,% zywy = £ e Multiplikation mit A Z0: X-2 / X-s lwg| [/ |uil
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_ z,y)
¢ = arccos (il )

Polynome < p(z), q(z) >= }p(w)q(az) dx
0

Winkel <a, 5> —a-b-cos¢

7.2 Betrag von Vektoren
af +ad +... +af

7.3 Orthogonalitat

Orthonormalisi gsvefahren von n Vektoren nach Gram-Schmidt:
1.by = 4o (Vektor mit vielen Oen oder len)
Hv1 [ iy
k+1 . 4
2. bgy1 = ﬁ mit by iy = Vpg1 — Spoq (Vpg1,bi) - by
k41

Ausgleichsrechnung:

Experiment: (¢1,91), - - -, (tn, yn)

f1:R=R, fi(z) =1 f2 :R =R, fo(z) ==
fi(t1)  f2(t1) Y1
= A= . : v=|
fi(tn)  f2(tn) Yn
AT Az = ATy — LGS Isen nach x
fiR=R, f(z) =z1f1(z) + ...+ 2znfn(z)
Orthogonale Projektion in UVR:
1. Normiere Basis von U.
2. u = (by,v) by + (ba,v) bo sult=v—u
Abstand von v zu U: HuJ' H
7.4 Vektorprodukt
R az2b3 — azby R
@xb=(agb; —aybs @, b €R3
a1by —azby
@axblab (@Xxb=0 < &b linear abhingig.
ll@ x b|| = [|@l| - ||B]] - sin (4(&, b) ) = Fliche des Parallelogramms
GraBmann-Identitit: @ X (b x &) =b-(@-&) —c- (@-b)
Spatprodukt: R
[a, b, c] := (@ x b, ) = det(a, b, c) = Volumen des Spates.

[a,b,c] >0 = a,b,c bilden Rechtssystem
[a,b,c] =0 = a,b,c linear abhingig

Orthogonale Zerlegung eine Vektors v langs a:

v,a)

_ . (v, o
vf'ua+'uai_m|t'ua77<a7a>*aundvaj_fv Vg

7.5 Basis (Jeder VR besitzt eine Basis!)

Eine Teilmenge B heiBt Basis, von V' wenn gilt:
e (B) =V B erzeugt V
o B ist linear unabhingig

7.6 Dimension

n := |B| € Ng Dimension von V' dim(V) =n

Mehr als n Vektoren sind stehts linear abhingig.
Fiir jeden UVR U C V gilt: dim(U) < dim(V)

8 Untervektorraume
Eine Teilmenge U eines K —Vektorraums V' heiBt Untervektorraum (U-
VR) von V, falls gilt:

LU#@ (0eU)

2 u+veU Vu,velU

3. AueU Vu € U,VA € K

Wegen (3.) enthilt ein UVR U stets den Nullvektor 0. Daher zeigt man
(1.) meist, indem man 0 € U nachweist.

Triviale UVR: U = {0} mit B =0 U =V mit By = By

9 Folgen

Eine Folge ist eine Abbildung a : N9 — R, n — a(n) =: an,
explizite Folge: (ay,) mit ap, = a(n)
rekursive Folge: (an) mit ag = fo, apt1 = alan)

9.1 Monotonie

Im Wesentlichen gibt es 3 Methoden zum Nachweis der Monotonie:
1 apt1 —an 2 (=)0
2 (=1 v

ol < (=0
3. Vollstindige Induktion

9.2 Konvergenz
(an) ist Konvergent mit Grenzwert a, falls: Ve > 03N € Ny
lan —al < eVn > N

Eine Folge konvergiert gegen eine Zahl a: (an,) =0

n
—

Es gilt:

e Der Grenzwert a einer Folge (a,,) ist eindeutig.
e Ist (ay) Konvergent, so ist (a,) beschrinkt
® Ist (ay ) unbeschrinkt, so ist (ay, ) divergent.

e Das Monotoniekriterium: Ist (ay ) beschrinkt und monoton, so
konvergiert (an,)

e Das Cauchy-Kriterium: Eine Folge (ay, ) konvergiert gerade dann,
wenn:

Ve >03IN €Np:lap —nm| <eVn,m >N

Regeln fiir konvergente Folgen (an,) "—=5° a und (by,) ﬂifc b:
(an +bn) "5 a +0b (anbn) "=8° ab ( n=se %
(Aan) "= Aa Vam "5 Va (lanl) "5 a
9.3 Wichtige Regeln
0 lq] <1
, 1 g=1
an =q"% "2%°
" a +oo g< —1
+oco g>1
an =" -0 vk > 1
> n
un:(1+%) et 2" >n?2 Vn >4
10 Reihen
>01 sl 1
> low > = jal <1
n=1" n=0 1-gq
Harmonische Reihe Geometrische Reihe

10.1 Konvergenzkriterien

>0l an divergiert, falls a,, # 0 oder
Minorante:3 57 by, (div) A an > by Yn > ng

09:0(—1)"117,, konvergiert falls (a,, ) monoton fallende Nullfolge
oder Majorante: 33°2° by, =b A an < by Vn > ng

Absolute Konvergenz(3-2% o |an| = a konvergiert), falls:
1. Majorante: 33792 by, =b A Jan| < bn Vn > ng
2. Quotienten und Wurzelkriterium:
. A1 . n
= 1 _— = 1
P nso an v P n>so lan]
p < 1= Yo%, an konvergiert absolut
Falls § p > 1= >9° ( ay divergiert
p=1= 370, an keine Aussage moglich*

*: Gilt auch fiir Ann3herung, also p — 1, selbst wenn p < 1 bleibt!

11 Potenzreihen

oo
f@) = 3 an - @ —a)"
n=0
Konvergenz:
ang1(@—a)"tt ant1 n—o0
| = | le - el " e —a
|z —a| < % konvergiert absolut
Falls { |z — a| > % divergiert
|z —a| = é keine Aussage méglich
Konvergenzradius: R = %
R= lim |22 | = lim —A—
n-roo | Ant1 n—roo Vlan]
oo Z’IL
S o
n=0 n!
oo 2n+1 Eiz _ Efiz
sin(z) = (-n™ = -
nz:O (2n + 1)! 2i
oo ) an et% 4 e
cos(z) = Z (=" =
foguur (2n)! 2
12 Ableitung und Integral
£ diffbar, falls f stetig und lim Z@0EM=F(0) _ /5y eyt
h—0
12.1 Ableitungsregeln:
Linearitit: (Af + pug)’(z) = Mf'(z) + pg’(z) VA, pu ER

Produktregel: (f - g)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g//(.'ﬂ)

. NAZ—ZAN (@) ' (@)= f(x)g" (=)
Quotlentenregel(T) ( ) (z) = %
Kettenregel: (f(g(x))) = f'(g(x))g’ (x)

Potenzreihe: f :] —R + a,a + R[— R, f(z) = ZZO:() an(z—a)"
N——— ———
CcD
= fl(x) = X5l nan(e — G)n
Tangentenglelchung y = f(z0) + f'(z0)(z — )

12.2 Newton-Verfahren:

Tppl = Tn — ff/(&’;‘g)

mit Startwert xq

12.3 Integrationsmethoden:

Anstarren + Géttliche Eingebung

Partielle Integration: [ uv’ = uv — [u/v

.
e Substitution: [ f(g(x)) g (z)dz = [ f(t)dt
[ —
t dt
g — 2
e Brechstange: t = tan(g) dz = mdt
2
: 2t 1—t
sin(z) — ThiZ cos(z) — T2

12.4 Integrationsregeln:

I f(@)dw = F(b) — F(a)
JAf(2) + pg(x)de = X [ f(z)dz + p [ g(x) do

F () f(z) I (@)
f(@) 1
In|f(=)] §' (=)
f(x) f(z)
1 2at1 24 qx471
g+1
2V z3 1
T N
3 2z
zln(z) — In(zx) %
x x x
e e e
z
¢ a” a” In(a)
In(a)
— cos(z) sin(z) cos(z)
sin(z) cos(z) — sin(z)
1
1 s t
n | cos(z)| an(x) o2 (2)
—1
In | sin(z cot(x
| sin(a)| (@) e
1
z arcsin(z) + V1 — 22 arcsin(x) =
1—x
1
z arccos(z) — V1 — x2 arccos(x) ey
V1—22
1 5 1
zarctan(z) — —In |1l + = arctan(z
(@)~ > In| \ @ | =
12.5 Rotationskdrper
Volumen: V = wj: f(z)?dz
Oberfliche: O = 27 f;’ f@)V/1+ f/(z)2dzx
12.6 unbestimmtes Integral
b
f f(z)dz = lirr_l_ [ f(z)d=
ok bése Jj
Majoranten-Kriterium: | f(z)| < g(z)
oo 1 1 1 1 1
[ zeda - > [ Ardz{ a—1? o<
1 oo, a<1 0 oo, a>1

oo b
Cauchy-Hauptwert: [ f(z)dz = lim [ f(z)d=z
y b—oo 'y

— oo

12.7 Laplace-Transformation von f : [0, co[— R, s — f(s)

L f(s)=F(s) = :foe_”f(t) dt = bl_i&fe—sff(t) dt

12.8 Integration rationale Funktionen
S A(2), Q(x) € Rla]

1. Falls, deg A(z) > deg Q(z) = Polynomdivision:

A B .

Qg; = P(z) + Qg) mit deg B(z) < deg Q(x)
2. Zerlege Q(x) in unzerlegbare Polynome

Gegeben: [ dx

3. Partialbruchzerlegung % = m + oo+

4. Integriere die Summanden mit folgenden Funktionen

mt A = 2% +pz+aq B = 4g — p? und p? < dg!

I 14 In|z —al, m=1
1 4e s

(x—a)™ m—D(a—a)ym—T m > 2

1 % arctan 2I+P, m—

I ™)™ dz 2z+p 4 2(2m=3) [—de .

(m H(B)m—1 (m—1)(B) / (\ym—1~ >

[ Bl 1n(k)+(cf Bey s de m
m . -B p

“ s oom=T = B =Ty m2

p

/

(oe)
Auch wichtig: Schrédinger’'s Katze: 4

[ I
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