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Grundlagen

Wahrscheinlichkeitsraume

e FErgebnisraum (2 als Menge moglicher Ergebnisse w; eines Zufallsgeschehens:
Q= {wl,wz, .. }

e Ereignis A eines Zufallsgeschehens als Teilmenge des Ergebnisraums A C €

e Ereignis-Algebra F als Menge von Ereignissen (Teilmengen) des Ergebnisraums

F C P(Q) Achtung: F = P(Q) (Potenzmenge) nur fiir abzihlbare Q
Minimalanforderungen an eine Ereignis-Algebra:
QelF
A€eF = A°€cFmit A“=0Q\ 4 N AinA; el
A Ay, €F = |JA€EF A\ A; €T

i>1
Eine Ereignisalgebra welche die Minimalanforderungen erfiillt ist eine o-Algebra F. Das Paar (2, F') heift dann
Ereignisraum bzw. messbarer Raum.

Wenn F auf der Grundlage einer Menge G erzeugt wird, so wird diese Erzeugendensystem von F genannt.

wenn F = P(_Q ) — |F| =2~
~~
N Elemente

Michtigkeit von IF : [F| = Anzahl der Teilmengen (A;) von F

Definition des WahrscheinlichkeitsmaBes
0 < P(A) <1 fiir jedes Ereignis A
P(Q) =1

ANB=0= P(AUB)=P(A)+ P(B)

P(JA) <> PA) ANA=0i#5= P(G A) = iP(AL)

AC B= P(A) < P(B)

Rechenregeln

P(AC) = 1 — P(A)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Bedingte Wahrscheinlichkeit und unabhédngige Ereignisse

P(AIB) = P(;l(;)B) pBlA) = PAND)

P(A)

Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit Satz von Bayes

P(A) = > P(Bi)P(A|B;) 14— _P(B)P(AB))
- P = S pEPB)
Fiir unabhdngige Ereignisse gilt
P(ANB)=P(A)-P(B) P(B|A) = 713(31)31;(1;4&)
P(B|A) = P(B),  P(A|B) = P(4)

Kombinatorik
Permutation

Anordnungsmoglichkeiten von n Elementen: P, = n!

n!

Anordnungsmdoglichkeiten von n Elementen wobei ky, ko, ... Elemente gleich sind: P,(Lk) =
01K ...
Variation
Auswahl von k Elementen aus einer n-Menge mit Beachtung der Reihenfolge
hne Wiederholung,/Zuriicklegen: V.® = ki " n
ohne Wiederholung/Zuriicklegen: = k! =—"
& gen: Vo k)~ k)
mit Wiederholung/Zuriicklegen: V,®) = n*
Kombination
Auswahl von k Elementen aus einer n-Menge ohne Beachtung der Reihenfolge
hne Wiederholung/Zuriicklegen: % = (" !
ohne Wiederholung/Zuriicklegen: = =0
5 gen: Ln k)~ (= k)l
k—1
mit Wiederholung/Zuriicklegen: C¥) = (n * i )
Summenformeln
- k—1 ' - k — z*
ZQ =2"—-1 Zaac—li x| <1 Z !—c‘
k=1 k=0 k=0
n-l1 1 —n > 1Y " /n
k __ - Z =1 “\ o, n—k _ YD)
Zar =aT ZQ (k>xy (x+y)
k=0 y=0 k=0
n—1 1 n st 1 1 n n
i=-(n—1)n ()" === fin—k) = f(k)
2 - nl e
i=0 j=1 k=0 k=0
n m F(k)—0 min(m,n) m<a
DS =Y kR ET O
k=a I=b k=max(a,b)
Faltung
]« hin] = > a{llhln —1] = Y hllz[n -]
l=—00 l=—00
+00 +o00
x(t) =« h(t) = / z(T)h(t — 7)dr = / hr)z(t — 7)dT
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Zufallsvariablen
Definition

Dichtefunktion f,(x) P(X € A) = [ fo(2)dx P(XcA) =" fu(z)

A T€EA

Verteilungsfunktion F' F(r)=P(X <2) =) fu(t)

—0o0 t<z
Erwartungswert E[X] oder w=[zf.(z)dx w=> x- f.(x)
) 2eQ
Streuung (Varianz) Var[X] oder o2 o2 =E[(X —p)? = [(z — p)?fo(z)dx o= (v — p)?f.()
Q zeQ

Standardabweichung

Verteilungsfunktionen

monoton nicht fallend rechtsstetig

b
Pla <z <b) = Fy(b) - Fu(a) = / fu(@)de

fe's)

Pz >a)=1—F(a) = /fz(.’I!)(l.’I}

a
Erwartungswerte

ElaX 4+ b = aE[X]+b EX+Y]=FE[X]+ E[Y] Elg(X)] = Zg(r)fx(x) bzw. /g(x)fx(a:)dx
O

TEQ
N—

diskrete ZV stetige ZV
Streuungen

VarlaX] = a®Var[X] Var[X] = E[X? — (E[X])? Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X,Y]
Var <z”: ain) = Xn:afVar(Xi) + Qi i: a;a;Cov(X;, X;) Var[X —=Y]=Var[X]+ Var[Y] — 2Cov[X,Y]

i=1 j=i+1

Tschebyschev-Ungleichung
E[X? Var[X]
a? a?

1
P(|X]>a) < P(X —pl>a) < P(lX—u\ZkU)Sp

Momente

k-tes Moment: m;, = E[X*] k-tes zentrales Moment: z, = E[(X — E[X])"]

Quantil, Fraktil
Ein a-Quantil ist der Zahlenwert z,, der die Unlgleichung P(X < z,) < « erfiillt

Das (schwache) Gesetz der groBen Zahlen

lim P(|X,—pl<e)=1 Ve>0 X, =X+ +X,)/n

n—00

Transformation von ZV
Berechnung von fy (y) mit y = g(x)
1. g(x) in Bereiche einteilen, wo sich die Definition &dndert bzw. wo g(x) ein Extremum besitzt.
2. Fiir jeden Bereich den Wertebereich fiir x und fiir g(x) bestimmen.

3. y = g(x) nach x auflésen (= x = g~ '(2)) fiir jeden Bereich (bei mehreren Lésungen giiltiges x fiir jeweiligen
Bereich nehmen, s.o.)

4. Berechnung der Ableitung ¢'(z) fiir jeden Bereich

5. Aufstellen der Teilfunktionen fir fy(y)

e ¢(z)=0 = g(z) = Waagrechte im Bereich [2,,1, Zy2] mit y; als y-Position der Waagrechten
Tw2
) = Py =) - 8y — ) Ply=u) = [ Sxla)ds
Twl

° g(x) #0

fr(y) = Fxlo)

‘g,(I) ‘ z=g~1(y)

6. Fiir alle Teilbereiche wo der giiltige g(x) Bereich gleich ist: Summe bilden.

7. Mithilfe der gefundenen g(x)-Bereiche, die (stiickweise definierte) Funktion fy (y) aufstellen.
Speazialfille

Monoton steigende Funktion g(x)
Fy(y) = Fx(g7' ()

Monoton fallende Funktion g(x)

Fy(y)=1-Fx(g ' ()

Lineare Transformation Wenn g(z) =y =az+b= fy(y) = ﬁfm(-”a’b) Fy(y) = Fx (=)
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Zweidimensionale Zufallsvariable Bedingte Verteilungen f(z|y) bzw. f(y|z)
Verteilungsfunktion F, Foy(z,y) = P(X <2,Y<y)= fx } Juw(u, v)dudv S5 fuw(u,v) flylz) = fla,y) flzly) = fla,y)
. oo —oo u<z v<y fx(z) Fy()
Erwartungswerte E[g(X,Y)] ElgX. V)= | [ 9(z,9)fo(x,y)dzdy 22229, y) fay (2, y) o0 o0
Ranbrtengen P = T ey e h@éﬂ@MwW/hwéhwmwm/.Mﬂgh@ﬂu Frw) = 3 (@) 01)
Frly) = ;{O Fry(,y)do Frly) = %:fw(x, v) Fiir unabhingige Zufallsvariable X und Y gilt
Fiir unabhingige Zufallsvariable X und Y gilt fle) = fr(y) Faly) = fx() fay) = fx@)fr )
Fayl,y) = fx(@)fr(v) Fry(@,y) = Fx(@)F (9) Bayes-Regel
E[XY] = E[X|E[Y] Var[X +Y] = VarX]+ Var[Y]
_ fx@)flr) fx(x )f(y\x)
Ixiv(z /fx My (xz —t)dt = fx(x) * fy(y) I fx(@)f(ylz)ds x(@)fyle

Kovarianz Cov[X,Y]
Cov[X, Y] = E[(X — p1)(Y — pa)]

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] = Cou[Y, X]

Cov[X, X]| = Var[X], X und Y unabhingig = Cov[X,Y] =0

Cov[aX,Y] = aCov[X,Y] Cov[X +Y,Z] =Cov[X, Z] 4+ CovlY, Z] Cov[aX +b,cY +d] = acCov[X,Y]

Cov[X,c] =0 Cov[X,Y] =0 = X und Y unkorreliert unkorreliert # unabhiingig
Kovarianzmatrix Var|z] 20 =y, 2]"
ol COU[Y X]
Varlz] = C’ov[X Y] o
Korrelationskoeffizient p
G e
Var(X|Var[Y]
p =1 = korreliert p = 0 = unkorreliert p = —1 = antipodisch
Y «*
I::. _Yl-_ o vlpx'ym_l
o > ..' _‘. — -+
Pxy =1 pxy =0 r
Var(X +Y] = Var[X] + Var[Y] + 2p\/Var[X]|Var[Y]

Bedingte Erwartungswerte

Emﬂ:/HMWx EMM:/WMmy

00 e}

mm:/EMMh@@

—o0 —o0

EIXIY] = Y e f(xly) EIYIX) = Y yf(yl)

y

E[X] = E[X|ylfr ()

E[X] = E[E[X]Y]] ElY] = BE[Y[X]]

Var(X] = EVar[X|Y]] + Var[E[X|Y]]

Lineare Regression

X steht in linearer Regression mit Y, wenn E[X|y] eine lineare Funktion von y ist. In diesem Fall gilt:

& =FE[X|y] = pa + p (y — [y) (Regressionsgerade)

Steht Y in linearer Regression mit X, dann gilt
j = BIY[2) = 1y + p2

(z — fiz) (Regressionsgerade)

VarlY] =

BY) = [ EYlelfx(o)ds

Y] =" E[Y|a]fx(x)

EVar[Y|X]] + Var[E[Y|X]]

ot
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

r
Diskrete Verteilungsfunktionen Jr
Binomialverteilung B(n,p) i3
f
fo) =P =0 = (ra-pr e=0dn Fo=rsa =Y (1)
=0

¢(s) = (1—p+ps)" O(jw) = (1 —p+pet)"
ju=np o® = np(1 - p)

Geometrische Verteilung G(p)
f@)=P(X=2)=(1-p)%p, =0,1,2,... F(x)=P(X <x)=> (1-p)'p

i=0
p

ols) = 1= =)

_Ll-p o _L1-p
= a D)

P p

Poisson-Verteilung P()\)
entsteht aus Binomialverteilung wenn p-n = A = const und n — oo
P(X=z)=e¢"\"/z! £=01,2,... Fz)=P(X <uz)= Ze’)‘/\i/i!

=0
(p(s) — AMsD) @(Jw) _ C/\(e»i“—l)
w=A o=\
A=np, n>30, p<0.05
B(n,p) ‘ P(A)

p=np
o =np(l —p)
np=5
n(l—=p)>4h

1) Pl
Stetige Verteilungsfunktionen a‘fa[ 'T
Gleichverteilung U(a, b) L - > — = -
1 0 r<a
f(a?):b a<z<b Flz)=P(X<2)={ ;=(x—a) a<z<b
- 1 T>a
ejbw _ ejaw
Bjw) =
(jo) =)

a+b (b—a)
= o?
=3
Exponentialverteilung F(\

fx)y=Xxe™ 2>0 PX<z)=1-¢?
A
P(jw) =
(jw) = 3= T
1 , 1
=3 b
Normalverteilung N(p, o)
1 z—p)?
f) = =" P(X <) /j
2o

= p ol=o0

N(0,1) heiBt auch Standard-Normalverteilung

Rayleigh-Verteilung R(o) .
xZ 2
T) = —e 207 >0
)= e o>
p=o\/rm/2 o2 =20%(
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Zweidimensionale (bivariate) Normalverteilung

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y) ist N (pa, by, 05, 0y, p)-verteilt, wenn sie eine Dichtefunktion folgen-

der Gestalt besitzt:

flx,y) =

1 1
N 2m/det(Var(z]) P {_5(

Die bedingte Verteilung von Y bei gegebenem X = x ist die N (u, o)-Verteilung mit

WVarld - )|

= fy +p (J‘*,U,I) und 02_0(1,/))

Verteilungsverkniipfungen

Additionstheoreme

Xy Xo X1+ X,

B(ni,p) | B(na,p) | B(ni +na,p)

P(A) P(X2) P+ X)

N(p1,01) | N(pz, 09) | N + o, /07 + 03)

Beziehungen zwischen den Verteilungen

Verteilung von X; | Verteilung von X, | Y Verteilung von Y ‘
E(\) — X, E(1)
N(0,0) N(0,0) VX + X3 | R(o)
Ula,b) - —In(Xq) [E()

Integraltransformationen von Verteilungen

Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion (nur fiir ganzzahlige Zufallsvariable)

z=[zy" AN p=

1 1 T/*/lz>2 (.7/7/'41/)2 (rﬂu) <7/7/‘41/
exp - + - —2p =
2mo,0,/1 — p? <2(1 —p?) (( o oy [ Oy oy

(1o 11y)"

PO =EEY) EI=g) VarlX) =)+ 0 - ()
BXY =)+ @) XY =)+ 3670 + 1)
Xy und X, unabhangig: @x;xz(b’) = ox, (), (5)

Charakteristische Funktion
W) = BN EX=@0)  VarlX] = -#7(0) + (@/(0)°
PIX] = )|

X; und X, unabhingig: ®x, 4 x, (w) =

<I>X1 (w)(I)Xz (“))

))

Fourier-Transformationspaare

Linearitét
Ahnlichkeit
Verschiebung

Differentiation

Integration

Vertauschung

Gleichanteil
Dirac-Impuls

Sprung-Impuls

Rechteck-Impuls

Dreieck-Impuls
Gaufl-Impuls
si-Impuls
e-Impuls

Sinusfunktion

Cosinusfunktion

aus (t) + buy(t) o—e (IU](f) +0Us(f)
u(kt) o—e w U(f)
u(t —ty) o—e e 2TOIU(f)
()ﬂﬂfofu(f) o—e U(f— fo)
4 o—ej2nfU(f)
—tu(t) o—e LU

j2m df
[ ulr)dr o—e U(f) (g5 + 56(1))
u(t)(—ﬁ + 36(1)) O—O_ff U(¢)do
Ur(t) o—eu(f)
u(t) = 1o—e U(f) = 4(f)
u(t) =d(t)o—eU(f) =1
u(t) = 8(t — to) o—e U (f) = e
u(t) = o(t)o—e U(f'):15(f) o
u(t):{(l) =T o eu(p)=1-sitaTs)

o =l +d ] <a o
u(t)f{ 0 sonst O d-si*(armf)

u(t) = exp(—%) o—e U(f) = agT exp(—maiT?[?)

o a |fl<p
20si(2npt) o—e U(f) = { 0 ‘Q)nst
e’“"’ t>)o—’U(f):m
eelflo—e 7.,2;2%,,2

u(t) = sin(27 fot) o—e U(f) = 5(8(f — fo) = 6(f + fo))
u(t) = cos(2m fot) o—e U(f) = 3(0(f — fo) +0(f + fo))

e — eI

7 e =cosx +jsinx
)

10
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Stochastische Signale

Zufallsfolgen (diskret)
X[n,w] = X(wy)

Erwartunswertfunktion  pln] = Bl = Tere

Varianzfunktion o2[n] = Varfz[n]] = T ef(em)de
Autokorrelationsfunktion 4k, 1] = Efe[k]z[l] = T entu(e,m k. 1)dedn
Autokovarianzfunktion o[l ] = Covlalk], z[l]] = +fm +foo (& = pe)(n — ) fo (& m; K, D)dEdn
Kreuzkorrelationsfunktion 7, [k, 1] = E[z[k]y[l] = +fm +fm Enfuy (& my ke, 1)dédn
Krewzkovarianzfunktion ey ylks 1] = Coolelklgll] = | (€ = 1)(n— pin) fun &1 ks Dded
ol ] = 7,4 el 1] = 1,4 .l K] = Varlz[H] = o2[K]

Stationaritat

Jelbor - eni b b+ 1,k +n—1) = ful6o, -, 60150, ,n — 1) vn, k

Schwach Stationdr (WSS, wide sense stationary)

E[z[n]] = E[z[0]] Vn Var|zn]] = Var[z[0]] Vn rolk, ] =1k =1 Vk,I

Konvergenz
X[n,w] "= X(w)
P(lim X[n,w] = X(w)) =1

1) sicher konvergent:

2) fast sicher konvergent:

)

)
3) konvergent im quadratischen Mittel:  lim E{|z[n] — z|*} = 0
4) konvergent in Wahrscheinlichkeit: il;lz P(lz[n] —z]* <€) =0
)

5) konvergent in Verteilung: lim F,(z) = F(x)

aus 3) folgt stets 4) (nicht umgekehrt). 1) — 5) : stark — schwach (im Prinzip)

LTI-Systeme
yln, w] = A(z[n, w])

yln + k] = A(z[n + k]) Yk Aoz [n] + aszan]) = arA(z[n]) + aeA(za[n])

E[Y[n]] = A(E[z[n]]) = h[n] * E[z[n]] (falls A zustandsstabil, d.h. Z |R[i]] < o0)
A, heiit A bzgl. z[n] (A(x[n]))

Toylm,n] = Elz[m] - y[n]] = A, (r.[m, n]) = hn] * ry[m,n]

rylm,n] = Ay, (ray[m, n)) = A, (A, (re[m, n])) = him] * hin] * ry[m, n]

Spezielle Zufallsfolgen
GauBsche Zufallsfolge s[n] = z(w,) + z(wni1) mit z(w;) = N(0,0)
Uil =0 Vi ro[k, ] = o* - 5[k — ]
psln] = E[s[n]] =0 o[k, 1] = 026k — 1 — 1] + 20%0[k — ] + 025[k — 1 + 1]

Random Walk s[n] =" z(w;)

i=0

mit x: Q — {—0,+0} P(z[i] = —0) = P(z[i] = +0) = 0,5

P(sln]=1-0) = ($> 9= (n+1) Elsin]] =0 Varls[n]] = (n +1)8°
Moving Avarage Folge s[n] = 15 _:ilkx[i} k>0 Elz[n])] =p Var[z[n]] = o?

(k+1)2

(=m)+kt)o? <
Els[n]] = n cofm,n] =" h}r m—k<n
0 fiirm—k>n

11

12
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Zufallsprozesse (kontinuierlich)

LTI-Systeme

+0oo = =
Erwartunswertfunktion u(t) = Elx(t)] = [ &fu(&t)dg y(t) = Ale()) = h(t) x 2(?)
T2 py(t) = Bly()] = A(pa(t)) = h(t) * (1)
Varianzfunktion o2(t) = Varlz(t)] = [ Ef.(&t)de !
o oo Tay(t1,t2) = Apy (12(t1, 12)) = h(te) * 174(t1, t2)
Autokorrelationsfunktion re(t1,ta) = Elz(t)z(t2)) = [ [ &nfo(&mite, t2)dédn
10501():0 Ty(tl,tz) = h(tl) * sz(tl, fz) = h(fl) * h(fg) * Tz(thtz)
Autokovarianzfunktion c(ty, ta) = Covlz(ty), z(t2)) = 7{0 {o — pe)(n — piy) f2 (&, M tr, t2)dEdn Falls 2(t) WSS:
+00 +o0
Kreuzkorrelationsfunktion 1, (t1,12) = Elz(t1)y(ts)] :_L —L Enfay(€,m;ta, t2)dEdn Sy(f) = H(f) - Sey(f) = [H(S)*S:(f)
+00 00 ()
Kreuzkovarianzfunktion ¢, (t1,t2) = Cov[z(t1), y(t2)] :_£O L — ) () — i) [y (&, m; t1, t2)dEdn Spezielle Zufallsprozesse A _.—
Cov[X,Y] = E[XY] = E[X]|E[Y] = E[(X — ta)(Y — )] Poisson-Prozess 21 _
; > . Einheitssprung 1 7 : r
unkorreliert = 7, (t1,t2) = p15(t1) py (12) orthogonal = 1y, (t1,t2) =0 ) — _T S u(t) : Ein prung noon L.
! ! ! =(t) Zu(t n t20 T, : Zeitpunkt des Auftretens des n-ten Ereignisses
unabhéingig = z.B. me(§]7§2, 01, M2; by ta) = Fro(&r, & t1)f2)Fy(7/17”/2§t1=t2) !
Stationaritdt P(x(t) =1) = e”\‘();_—f) , 1=0,1,2,... P(z(t) <i) = Z P(z(t) =
{X(t1),..., X (tn)} und {X(t1 + h),..., X (tn + h)} besitzen fir alle ¢y,...,t, und h > 0 dieselbe Verteilungs- -
funktion. — )"
P((I(tg) _ x(tl)) — n) — we*ﬂt'z*h) 1 <ty
Schwach Stationdr (WSS, wide sense stationary) . )
E[X(#)] =Var[X(t)] = M ro(ty, ta) = Amin(ty, to) + N2t 1ty
Elx(t)] = Elz(0)] WVt Var(z(t)] = Var[z(0)] Vt re(ti,ta) = 1a(ts — t2) Vit
. . Zufalls-Telegraphen-Prozess
Autokovarianzfunktion ¢, (t1,ts) = c;(t2 — t1)
y(t) = (=1)"Wy, yo € {—1,+1} (Anfangszustand) z(t) : Poisson-Prozess
Autokorrelationsfunktion 7.(t,t3) = r.(to —t1) = E{X ()X ({1 +7)} =r.(7 mit 7 =ty — t
(t1,t2) (ta —t1) = E{AX(t))X(t1 + 1)} (1) 2 =1 Ely(t)] = Blyole? S
ro(—t) = r4(t) |r2(£)] < 72(0) r(0) = ra(t, 1) = E{x(t)z(t)}
P({la(t+7) ~ 2(0)] 2 0}) € S(ra(0) = re(r)) @ >0 enertroes
Spektrale Leistungsdichte S Flr,} = i
P € x(f) = Firs = ,{o ra{7)e ! Elz(t)) =0 e (ti,t2) = amin{t;, to}
Sx(f) = Sx(=f) Sx(f) =0 Sx(f)" = Sx(f)
+00
r.(0) = / Sx(f)df = Leistung im Zeitbereich
2(t) = au(t) = z(t) = u(t) +o(t) =
/’,fl' t - Tu f + /’U + TU'U + TUU
Tz(t) = OCQTu(t) SX(UJ = OzZSU(OJ) SX(() ) AéU)( ) JF(S)VV( )JEA)gUV( )(l SVU(UJ)
sz(t) = aTuy(t) SXY(W) = aSUy((d) T'zy(f) = ’uy( ) + ’vy( )
Tya(t) = ary,(t)  Syx(w) = aSyy(w) Sy (@) = Sy (@) -+ Sy ()
13 14
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Markov Prozesse

fz(gn'fnfh 671727 cee ;tm tnflv tanv . ) = ,fz(&t‘gnfl; tn7 tnfl) (1—Schritt—Gedéchtnis)

Markov-Ketten := Markov-Prozess mit diskretem Zufallsprozess mit diskreten Zufallsvariablen.
Darstellung iiber Ubergangsmatrix A

Beispiel:

21 ‘ sz

22
P[-an = 0] ayp Gz Az P[xnfl = 0}
P[xn = 1] = | a2 a2 as | - P[In—l = 1]
Plz, = 2] 13 Q3 433 Plxn,_1 = 2]
Bn Agn—l = A(A£n—2) - AnBO

Bn — AHBO _ QAHQ—1£O

aj = Ple,=j— 1z, =i-1) <1




